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CÓ THỂ LÀM TOÁN SINH ĐỘNG HƠN ĐƯỢC KHÔNG ? 
(Về cách giải phương trình nghiệm nguyên ax + by = c) 


Các sách tham khảo về toán đã giới thiệu 
hàng loạt mẹo mực để tìm nghiệm nguyên của 
phương trình vô định hai ẩn dạng øx + by = c 
với a, b, c là các số nguyên. Đây là một bài toán 
đơn giản và ta sẽ phải lặp đi lặp lại cùng một 
kiểu lí luận để ¿, /¡, /;,... nguyên. Công việc đó 
thật đơn điệu và rất nhiều bạn ngại khi phái tìm 
tỚI f+, f4, fs,.... 

Chẳng hạn, một lời giải mẫu trong sách giáo 
khoa những năm 80 về cách tìm nghiệm nguyên 
của phương trình 





23x + 53y = 109 Œ) 
như sau : 
Từ (1) ta có 
_ 109-53y _ 17—~7y 
 = 23 =4-2y+ 2ˆ 
17—7y 


là số 





Muốn x nguyên phải có / = 23 


nguyên, hay 


BÙI QUANG TRƯỜNG (Hà Nội) 


23 + 7y = 17 (2) 


XiSr<IE 


Từ (2) có y=~—z 5 











Muốn y nguyên phải có =í¡ nguyên 
hay 71 +2 = 3 4) 


Từ (3) có ni =I-3n +, Vì 








r và f¡ nguyên nên phải có =í; nguyên 


hay 2 +íq = l. (4) 
Từ (4) có íq=l—21; và f=1-3' +; = 

I~3(1 - 20s) + r; hay f = ~2 + 7r„. Khi đó ta 

được y = 2 — 3í + fq = 2 ~ 3(~2 + 7í;) + (1 — 2f›) 

=9-23¡:. 

và x= 4—2y+ =4- 29 -— 232) — 2 + Ti; 
=—l6 + 530. 


Phương pháp giải đã dẫn chúng ta tới đích, 
nhưng việc làm thật tẻ nhạt. Nếu nghĩ rằng mọi 
điều trong sách vở là đã tuyệt vời, kín kế rồi thì 
chúng ta sẽ thụ động không phát huy được khả 
năng suy nghĩ sáng tạo. 

Chúng ta hãy thử tìm một con đường khác. 
Xét bài toán : 7m nghiệm nguyên của phương 








trình 12x — 67y = 43 (5) 
Từ (5) có 
¬__ VỀ cối, 7q - y) 
x=3-5y+ ƑXX»GG 3y+ 12 ~ 
Vì 7 và 12 nguyên tố cùng nhau nên để 
1y 


n5 =t phải nguyên. Từ đó suy 


ra y= l— 12† và x = 67 - 2. 


x nguyên thì 


Phải chăng phương pháp giải ở đây chỉ thuận 
lợi cho việc giải phương trình (5) mà thôi ? Để 
trả lời chúng ta hãy thử giải phương trình (1) 
theo kiểu đã giải phương trình (5). 
17—7y 

23 
L7 và 7 có ước số chung, hay đẹp hơn nữa: l7 
chia hết cho 7 (!). Cố tạo ra con số chia hết cho 
7, chúng ta cộng và trừ thêm 4 thì được x = 
73— y)—4 

23 
đã gây thêm phiên phức. Nếu nó chia hết cho 23 
thì tốt quá (!). Bằng một lính cảm trực giác 
chúng ta chọn con số khác : 46. 





Từ (1) ta có x= 4-2y+ . Giá như 


4-2y+ . Con số 4 mới xuất hiện 











so, J7—7y 
=4-2 
Ta viết x y+ 23 
17—7y+46 - 46 
=jj* ko” lễ4GiC24/20718.28085Àci 
2y+ 23 
JØ 3) 
=4- _ 2. 
2y+ 23 
š na. 
Tuyệt ! Như vậy phải có = nguyên 


Ác 
suy ra y= 9 — 23 và 
x=2—18+46t +7: = 53t — 16. 
Nói một cách khái quát, để ft nghiệm 
nguyên của phương trình ax + by = c với các số 
nguyên a, b, c (6) chúng ta có thể làm như sau : 


Chọn A là bội nguyên của ø sao cho c + A chia 
hết cho Ð, tức là A = ma và c + A = kb với m. k 
là các số nguyên. Lúc đó 
:+ ÁT—by— ~b 
ac by—A _ kb UP 
a a 
T ca êm IS 
a 


_¬. : œ ca 
Giản ước — để đưa về dạng tối giản — = — 
ạ ạa a 


với (, b) = 1. Muốn x nguyên phải có sử 





ky 
mi 
nguyên. Từ đó suy ra y = k — đi, x = bt — m. 
Như thế để tìm toàn bộ các nghiệm nguyên 
của phương trình zx + by = c (6) chúng ta chỉ 
cần tìm một cặp nghiệm nguyên 
(xo, yạ) = (Tm,k). 


Thí dụ. Tìm nghiệm nguyên của phương 
trình 





-2z+32y=395 Œ) 
° g#yÊt 3+2 29 
Lời giải. TRE O7 
Do đó (7) © 30 2c 
9 9 
hay —108x + 29y = 353. 
Từ đó 
353+108x 5+2lx 
5= = 12+3x+ 20 = 
f6 yÄs4 <2 2 >5— 9Š (vi nhậi thế9onê 


29 
các bội số nguyên của 29 thì 58, khi cộng 5 sẽ 
chia hết cho 21). 


3+x 
29 





Muốn y nguyên thì =f phải là 
số nguyên. Vậy x=29/—3 và 
y=l10—-9+§7:?+21 =1+108. 
Vào một lúc xuất thần, sự luôn luôn nghĩ 
đến những cái mới có thể khiến bạn tách vế phải 
c của phương trình zax + by = c (6) thành hai 


phần : một phần chia hết cho ø, phần còn lại 
chia hết cho b, nghĩa là c = axạ + byạ (8) với 


+. yọ là các số nguyên. 
Thế thì (6) © ax + by = axạ + by, 
bạ — bạ — 
l0 BEP2 TP: Đo y) 


©®x=xạ+ 
ọ a Ũ a 





Do (¿z',U')=1l nên ?—”~;¿ là một số 
qa ® 


nguyên. 

Vậy x=xe+P'†, y= yạ - đ't. 

Bản chất của phương pháp tách c thành hai 
phần nêu trên là gì ? 

Đó là khi biết một cặp nghiệm nguyên 
(*ạ,yọ) của phương trình vô định (6) thì có 
ngay công thức nghiệm của (6). Đẳng thức (8) 
đã khẳng định (xạ,yạ) là một cặp nghiệm 


nguyên của (6). 


Qua câu chuyện về cách tìm nghiệm nguyên 
của phương trình vô định này, tôi không muốn 
dừng ở mục tiêu giới thiệu với bạn đọc một 
phương pháp giải khác với sách giáo kho mà 
còn muốn nói rằng : đừng vội thoả mãn và yên 
lòng với những kết quả đã nêu trong sách vở mà 
phải luôn luôn nghĩ đến những cái mới tốt đẹp 
hơn, trong sáng hơn và hãy dũng cảm, kiên trì 
tiếp cận chúng. 

Ngoài các cách giải trên còn có cách giải của 
nhà toán học Ân Độ Boơkhatcara đầu thế kỉ XI, 
các bạn có thể tự tìm các cách giải khác, hoặc 
xem trong các cuốn sách sau : 

— Số và khoa học về số ; G. Ñ. Becman ; 
NXB Giáo dục, Hà Nội, 1962. 

— Tìm tòi lời giải các phương trình vô định ; 
Bùi Quang Trường ; NXB Giáo dục, Hà Nội 
1995. 


CỘNG VÀ TRỪ THÊM MỘT CON SỐ THÍCH HỢP 


Trong bài Có thể làm toán sinh động hơn 
được không ? THTT số 154 tháng 2.1987 tác giả 
đã giải phương trình vô định øzx + by =c bằng 
cách cộng và trừ thêm một con số thích hợp. 
Cách giải đó không dùng tới quá nhiều bước 
biến đổi như sách giáo khoa. Nghiệm nguyên 
(x, y) của phương trình trên được tìm ra sau một 
vài thử nghiệm và biến đổi. 

Trong bài Phương trình vô định ax + by = c 
+ dxy(*) (Tuyển tập 30 năm, tạp chí Toán học 
và Tuổi trẻ NXB Giáo dục, 2004 trang 58 —- 59) 
tác giả vẫn dùng cách cộng, trừ thêm một con 
số thích hợp để tìm nghiệm nguyên của phương 
trình vô định ax+by=c+xy và dường như 
lúng túng trước phương trình 


ax + by =c+ duy () 


BÙI QUANG TRƯỜNG (Hà Nội) 


Con đường suy luận hợp lôgic không thẳng 
tuột được nữa, nó có vẻ đã phải lượn cong đi ? 
Không ! Nó thực sự vẫn thẳng. Nó dường như 
chùn lại, gây hãng trong lòng bạn và kích thích 
bạn muốn tiếp tục đi trên con đường thẳng 
băng : Cứ cộng, trừ thêm một con số thích hợp 
thì đã sao Ì 

Các bạn có nghĩ như vậy không ? những bạn 
trẻ yêu toán và ham muốn cống hiến cho các bài 
toán những lời giải đẹp và trong sáng. 

Có thể và lúc nào đó, bạn nhìn phương trình 
(1) trên trang giấy trắng trước mặt và bạn viết : 

(){€© ax=c+dxy—by=c+y(dx—b) (2) 

Trường hợp dx - b = 0 cho x nguyên, tức là 


b:d thì ta chỉ việc thay x = 7 (nguyên) vào 


¬..... : 
(2) được ax =c. Nếu == 2 thì (1) có nghiệm 
mm nên Ỷ khi đó y là số nguyên bất kì ; còn 
nếu P z 7 thì trường hợp đx —- b = 0 không thể 


Xảy Ta. 
Trong trường hợp dx—-b +0 (tức b không 
chia hết cho đ), ta viết 
đX—C 
2)©y= m—= @) 


Nếu z:¿ tức là a = đ.m (m nguyên) thì 
cộng và trừ thêm ở vào tử số được 


_ đmx— mb + mb-c _ mb_—c 











dx—b vn 
Để y nguyên phải có 5: 5 =t là số 
nguyên, hay 
b mb—c 
dự — bí = mb~e @ x=——— (4) 


với f là ước số nguyên của znb — c = _ —c. 

Tất nhiên chỉ những giá trị x cho bởi (4) là 
nghiệm nguyên mới thoả mãn bài toán, lúc đó 
y=m +t. Nhưng nếu a không chia hết cho đ thì 
sao ? Ở (*) ta đã biết một cách giải : Điều kiện 
đX —C 
dx —b 
hoặc |ax - c| > |dx — b|. Bình phương hai vế suy 
ra x¡ Sx<x;¿. Nhưng bây giờ chúng ta muốn 
giải (3) bằng cách cộng, trừ thêm một con số 
thích hợp vào tử số. Và sớm hay muộn bạn sẽ 
nảy ra một ý định : nhân hai vế của (3) với đ 
dax — cả 

dx—b ` 

Con số thích hợp để cộng, trừ thêm vào tử số 

rõ ràng là ab. Vậy : 


cần để y= 





(3) nguyên là ax - c = 0 


được (3) © dy = 





: _ dax-ab+ab-cd _ ab — cả 
SN dx—b &xb. 
ab — cả 





Điều kiện cần để y nguyên là M = TT 


a+M . 
d Là 





là một số nguyên. Lúc đó y= 


ab - cả 
nn 
d 
ab — cả sao cho x, y nguyên. 
Chúng ta gọi đó là Cách 2 để giải (1) nhằm 
phân biệt với Cách 7 đã đưa ra trong (*). 
Lấy hai thí dụ ở (*) nhưng giải bằng cách 2. 


b 





xe với M là ước số nguyên của 


Thí dụ 1. Tìm nghiệm nguyên của phương 
trình 2x — 3y = —5xy +39. (5) 
Lời giải. 
(Š) © 2x = y(3- 5x)+ 39 (6) 
Vì x nguyên nên 3 - 5x z 0, do đó 
2x—-39 
6)? y= g 
Su 10x—-195 
3—-5x 
Cộng, trừ thêm 6 vào tử số được 
I0x—6+6—195 189 
Am... 
Điều kiện cần để y nguyên là -5x + 3 là ước 
số nguyên của 189 = 3.3.3.7. Tức là -5x + 3 = + k 
với k = l1, 3, 7, 9, 21, 27, 63, 189. Từ đó x chỉ có 
các giá trị nguyên x = —12, 0, 2, 6. Tương ứng là 
y=-l,-13, —5, l. 


Thí dụ 2. Tìm các số nguyên (x ; y) thoả 





Nhân hai vế với 5 được 


3y 








mãn đẳng thức 5x — 3y = 2xy — l1 (Œ) 
Lời giải. (7) © 5x = y(2x + 3) — 11 
_ 53x+ll 
đc H3 
. _10x+22 _ 7 
2x+3 2x+3 


Điều kiện cần để y nguyên là 2x + 3 = + 1, + 7 
là các ước số của 7. Vậy có x = 2, —5, —1, —2 và 
tương ứng y = 3, 2, 6, —]. 

Tóm lại, cộng và trừ thêm một con số thích 
hợp là phương pháp tìm được nghiệm nguyên 
của phương trình vô định (1). Nhưng đấy có 
phải là phương pháp hay nhất không ? Phương 
pháp đó có thể giải quyết được phương trình 
tổng quát hơn (1) hay không ? 

Chúng ta sẽ còn gặp nhau bàn về những 
phương trình vô định. Phải không các bạn ? 


TỔNG CÁC CHỮ SỐ CỦA MỘT SỐ TỰ NHIÊN 


Với mỗi số tự nhiên n, ta gọi Š(n) là tổng các 
chữ số của nở viết trong hệ thập phân. 

I. Một số tính chất của hàm S(n) 

(các bạn hãy tự chứng minh) 

1) 0< §%(m) <n, S(n)=n <0<n <9. 

2)n= S(n) (mod 9) 

3) Nếu 0n < đ,d,_¡...địđ2 
với a,,k eÑ ;0<ø,<9;a,>1;k>] ;!=0, 
l,..., k thì 

a) S(n)<ay, +9k 
=ứi =dạ =9. 

b) S(Œ)<(ø„-l)+9k nếu có ít nhất một 
trong k chữ số ø„_¡,đy_;,...,đạ khác 9. 


nếu đự_Ị = đự 2 =.. 


4) Nếu S(Œ@) >r+ 9 vớir,reÑ;0<zr<09, 


>1 thì n>r99...9 (sau r có chữ số 9). 

5) Sứi + m) <S S(n) + S(m) với mọi n, m e Ñ 

6) S(Œưm) < S(n).SŒm) với mọi n, m e Ñ. 

Ta có thể sử dụng các tính chất trên để giải 
các bài toán về các số viết trong hệ thập phân. 

H Các bài toán 

Bài 1. Tìm số tự nhiên n biết tổng các chữ số 
của n bằng nˆ — 1990n + 28. 

Lời giải. Nếu 1 < n < 1998 thì ta có 

Sứ) = nỄ — 1999n + 28 < n” — 1999n + 1998 

= (n— l)(n - 1998) <0 (loại). 

e Nếu n = 1999 thì S(z) = 51999) = 28 = 
n7 — 1999n +28 (đúng). 

e Nếu n > 1999 thì ta có 


S(n) = nŸ — 1999n + 28 > nín — 1999) > n (loại). 


NGUYỄN NGỌC HƯƠNG (Tiền Giang) 


Vậy n = 1990, 

Bài 2. Biết tổng các chữ số của một số tự 
nhiên bằng tổng các chữ số của tích số đó với 
1998, chứng minh rằng số đó chia hết cho 9. 

Lời giải. Gọi số tự nhiên đã cho là n. Ta có n 
= 6(n) (mod 9) và 1998n = S(1998») (mod 9) 
thiết  S(n) = 5(1098n) 
1998n:—n =0 (mod 9) — 1997n,:9 — n:9 
(đpcm). 


mà theo giả nên 


) > Ẻ với mọi 


Bài 3. Chứng mình rằng Sạ Z5 





neN. 

Lời giải. Ta có 

5(nø) = S(0n) = S(.2n) < S(S).S(2n) 
S2") 1... 

KT N 

Sạ 5 với mọi  e Ñ 

Bài 4. 4) Tìm số tự nhiên n sao cho 
n+S(n) = 1998. 


b) Chứng minh rằng có ít nhất một trong hai 
số tự nhiên liên tiếp biểu diễn được dưới dạng 
n+S(n) với n là một số tự nhiên nào đó. 

Lời giải. a) Cách 1 : Ta có n= 1998 — S(n) < 1997 

= S(n)<9.3 = 27 

= n=1998- §(n) > 1971. 


= 5.§(2n) > 





Đặt n = 19ab với a,bœ<Ñ;0<a,b<9. 
Ta có 19ab + 10 + a + b = 1998 

=> lla+2b = 88 

= 70<1la<88 =a=8,b=0. 
Vậy n = 1980. 

Cách 2. Ta có 1998 = n + S(n) 
=n—§(n)+25(@) = 2S(@):9 = S(n):9. 


Mặt khác n = 
Sứ) < 9.3 = 27. 

Do đó §(n) = 9, 18 hoặc 27. Thử trực tiếp chỉ 
có S(n) = 18 thoả mãn, ứng với ø = 1980. 


1998 — SŒ@) < 1997 — 


b) Đặt Š$„ =n+ S(n) với mỗi n e Ñ. 

Nhận xét. 

e Nếu ø tận cùng bằng 9 thì S„.¡ < S„. 

e Nếu øò tận cùng không phải là 9 thì 


S ¡=S„ +]. 


Hr+ 


Đối với số tự nhiên m > 2 bất kì, ta chọn # là 
số lớn nhất sao cho $% <m =© $%¿„¡ <Sm+]. 
Do cách chọn & thì Š%¡ >mm. Do đó hoặc 
Sg¿¡ =m hoặc S%„¡ =m +]. 

Bài 5. Cho a là tổng các chữ số của 14 Mj60h 
b là tổng các chữ số của a. Tính tổng các chữ số 
của b. 

Lời giải. Ta có 

n = (2991999 - (233-1999 _ g5991 _ 15997 

= a= S(n) < 9.5997 = 53973 

=> b=S(a) < 4 + 94 = 40 — c=S() 
<3+9.1= 12. Vì n= (2?)'”” z 8 (mod 9) và 
n=a=b=c =8 (mod 9) nên c = 8. 

Bài 6. Tìm số tự nhiên n sao cho luỹ thừa 
bậc 5 của tổng các chữ số của n bằng rẺ. 

Lời giải. Giả sử số n cần tìm có k chữ số và S ; 
là tổng các chữ số đó. Ta có §” = nˆ với k>2 ; 


$<9k,n> 10! 95/Õ > SỐ = n2> 1022 (1) 


gỗ kŠ 
S5 ti 02*~2 
5 5 5 
Ta có TS...” <10? = 
2(k+l1)-2 
= ANH với mọi & > 2. 
10" 


Từ đó ø,¡ < „, với mọi k > 2 nên dãy số 
(„„) là dãy giảm. 

Vì „¿ < I nên ta có 9£” < 107“ với mọi 
k>6 (2) 


40 


Từ (1), (2) phải có k < 5  § < 9.5 = 45. 

Mặt khác $” = ø” suy ra S phải là số chính 
phương. Vậy S có thể là 1, 4, 9, 16, 25, 36. Thử 
trực tiếp thì $” = ø” chỉ đúng khi $ = 1 và $ = 9 
ứng với ñ = l và n = 243. 

Bài 7. Kí hiệu bình phương tổng các chữ số 
của ø là fứ). Đặt ƒ,(n) = 4Œ, ¡(n)). Tính 
fisos(2'°??) và fisos(2'°?). 

Lời giải. Ta có n = 29”? = 2.8555 = 2 (mod 9) 

ñi() =4 (mod9) => ƒ;(n) =7 (mod9). 

Mặt khác ø = 2.8666 < 10567 

=0) < (9.667)? = 36036009 

=Ð) <(2+9.7)”= 4225 

= R(@) <(Q + 9.3)” = 30Ỷ. 

Gọi Š§ = §(,)) thì ta có § = 7 (mod 9) và 
§<30. 


Suy ra S bằng 7, 16 hoặc 25 — ƒ;(n) bằng 49 ; 
256 hoặc 625. 


Vì4+9=2+5+6=6+2+5= l2nên 
fq(n) = 13Ÿ = 169 = ƒ;(n) = 16” = 256. 
#¿Œ) =169 nếu k chắn 
#,ứ) = 256 nếu k lẻ 
Do đó ƒ¡oos(°) = 169, ƒ|ooo(n) = 256. 


Vy 6k4 | 


HII. Các bài tập tự luyện 


Bài 1. Tổng các chữ số của một số chính 
phương có thể bằng 1995 hoặc 1997 được 
không ? Vì sao ? 

Bài 2. Người ta viết dãy số tự nhiên liên tiếp 
từ I1 đến 1.000.000. Sau đó mỗi số được thay 
bằng tổng các chữ số của nó. Cứ làm như vậy 
cho đến khi trong dãy chỉ còn các số có một chữ 
số, lúc này trong dãy cuối cùng chữ số nào xuất 
hiện nhiều lần nhất ? 

Bài 3. Tôn tại hay không số tự nhiên n sao 
cho S(@)=m, Sứ?) =mẺ với m là một số tự 
nhiên cho trước ? 


Sn) ` 
Sứ )” 





Bài 4. Chứng minh rằng g với mọi 


neÑ,n>0. 
Bài 5. Tìm số tự nhiên ø nhỏ nhất sao cho 
S(S(@)) > 10 và S(S(S())) < 9. 


Bài 6. Với mỗi số tự nhiên ø, chứng minh 
rằng tồn tại vô hạn số tự nhiên z sao cho 
SŒẽm) < 2S(m). 


Bài 7. Tìm số tự nhiên ø thoả mãn mỗi đẳng 
thức sau : 


a) n+ S(n) = 1999; 
€c) 2n + 3S(n) = 122 ; 
đ) 3n + 2S( — 3) = 6007 

e) m+ S(œ) + S(S(n)) = 1998 


b) m— S(n) = 1998 


Bài 8. Cho z là tổng các chữ số của (3 lộ khi 


b là tổng các chữ số của ø, c là tổng các chữ số 
của b. Tính tổng các chữ số của c. 


XÂY DỰNG CÔNG THÚC TÍNH TỔNG CÁC SỐ TỰ NHIÊN 
BẰNG ĐA THÚC 


Giả sử ƒ(+) là một đa thức có bậc m (n > 1). 
Xét đẳng thức ƒ(x)~ ƒ(x- l) = g(Œ) q) 


Ta nhận thấy g(+) là đa thức có bậc (z - l) 
và khi thay x lần lượt bằng 1, 2, 3,..., n rồi cộng 
lại ta được tổng : 

ø(1) + gŒ) + ...+ gứn) = f0) - ÑO) (2) 

Do đó xuất phát từ yêu cầu tính tổng ø số tự 
nhiên nào đó ta sẽ chọn g(x) và dẫn đến bài toán : 
"xác định đa thức ƒ(x) thoả mãn fy) - ƒfzx — 1l) = 
ø(z)”. Sau đây xin nêu một vài ví dụ minh hoạ. 

Thí dụ 1. Tính tổng S = 1 + 2 +3 +...+n 
Từ tổng trên và (1), (2) ta chọn g(x) = x và f(x) 
là đa thức bậc hai. Do đó ta xét bài toán : Tìm 
đa thức bậc hai ƒft+) biết ƒf+x) - fz - L) = x. 


Lời giải. Giả sử ƒ(x) = ax? + bx +c (a# 0). 
Khi đó từ (1) có 2ax—a+b = x, 


SH: bà và 
£ 


2 tuỳ ÿ. 
1; Ì 
Vậy ƒ(x) sa + Anh 


Thay x lần lượt bằng 1, 2, 3,..., m từ (2) có 


LÊ QUANG TRƯNG (Bạc Liêu) 


s=l+2+3+... 
= ƒŒ)- ƒ() = 
Thí dụ 2. Tính tổng Š = Ì lạ +...+ (2n — l). 


Từ tổng đó và (1), (2) ta chọn ø(x) = 2x — l 
và xét bài toán : Tìm đa thức bậc hai ƒfx) biết 
ƒŒ)- ƒ(x—1) = 2x —]. 


Lời giải. Giả sử ƒ@) = axP + bx + c (a # 0). 
Khi đó từ (1) có 2ax — aø+b = 2x ~— l, 


ze+D + D 


suy ra a= 1,b =0, c tuỳ ý. Vậy +) =X +. 
Thay +x lần lượt bằng 1, 2, 3,... n, từ (2) có 


ÿ$=1+3+5+...+ Ón — l) =Ñm) - Ñ0) = nẺ. 
Thí dụ 3. Tính tổng 
S=12+3? +52 +...+(2n - ĐỂ. 

Từ tổng trên ta chọn 

g(Œœ)=(2x-1)Ỷ =4x”-4x+lvà xét bài 
toán : Tìm đa thức bậc ba +) biết 

ƒŒœ)~ ƒŒ&~U=4x?—4x+l. 

Lời giải. Giả sử ƒ(+x) = ax” + bx? +cx+d 

(a z 0). Khi đó từ (1) có 


11 


3ax? -(3a—2b)x—b+c+a= 4x? —=4x+l 


4 

3a=4 Không 

© 43a-2b=4 6ö‹+b=0 
a+c-b=] l 
vs? 


Vậy ƒ(+x) "` -sx+d 


Lần lượt thay x bằng 1, 2, 3,..., z từ (2) được 
§=12+37+..+(2n— Dˆ= 


4n°—n 


EJ0)=/(0)== 





Thí dụ 4. Tính tổng 
Xe 1924245 40.12 nề 
Ta chọn g(+x) = x” và xét bài toán : Tìm đa 
thức bậc bốn ƒ(+) biết 
ƒ@~ƒœ&-~U = 3#. 
Lời giải. Giả sử 


ƒ£Œœ) =ax?! +bx) +cx? +dx+e (a+z0). 


Khi đó từ (1) có 
4ax) + (3b ~ 6a)x” + (4a—3b+2a)x+b—a+ d 
=x, giải ra ta được : 
l & Cang 
ĐI " 4d=0, e tuỳ ý và 
Jo)= 2h 85 ng 

.ủ 2 4 : 
Thay x lần lượt bằng 1, 2, 3,..., r từ (2) có 


X=l42+3 tem 


2 2 
Si Hệ ng côn 4 vuêy buốt v VÊ (AE DIế 


4 2 4 4 
Qua các thí dụ trên, chắc các bạn đã nhận ra 
cách chọn øe(z) và từ đó tìm được ƒ{+) thoả mãn 
yêu cầu của phương pháp này. 
Bây giờ các bạn hãy thử tính hai tổng sau 
đây nhé ! 
Bài 1. Tính Š¡ = 2 + 4 + 6 +... + 2n. 


Bài 2. Tính §2 = 1“ + 2” + 3” +... + n”. 


VỀ BÀI TOÁN SO SÁNH PHÂN SỐ 


Trong phần ôn tập về tính chất của bốn phép 
tính của phân số dương có bài toán : 
So sánh bằng nhiều phương pháp khác nhau 


16 thì phân số 


Am... 
xem trong hai phân số z và 


nào lớn hơn ? 

Đấy là một bài toán đơn giản nhưng chứa 
đựng nhiều điều thú vị trong chương trình Toán 6. 
Trước hết xin nêu tóm tắt những cách so sánh 
phân số dương quen thuộc là : 

I. Quy đồng mẫu các phân số đã cho rồi so 
sánh các tử với nhau. 
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NGUYỄN HỮU BẰNG (Nghệ An) 


2. Viết các phân số đã cho dưới dạng các 
phân số cùng tử rồi so sánh các mẫu với nhau. 
3. So sánh phân số dựa vào tính chất : Nếu 


4 _C 
đd <bc thì —<—. 
qđ < DC SẺ tứ aŸ 


4. So sánh tỉ số các phân số đã cho với l dựa 
vào tính chất : 


Nếu ~ <1 thì x< y. 
i 
5. Viết các phân số dưới dạng số thập phân 
rồi so sánh các số thập phân đó. 


6. So sánh số nghịch đảo của các phân số 
dựa vào tính chất : 


a C 
Nếu — <— thì —>— 
ky ' dđ 
7. Dựa vào tính chất bắc cầu của quan hệ thứ 
tự: Nếu - <— v và T <2 thì Tnn 


§. So sánh "phần bù của các phân số đối với 
đơn vị" dựa vào tính chất : Nếu mi đều nhỏ 
¿ a Cu. C 
hơn ] và Ie<Icn thì PRD-OEE 
Tiếp theo xin nêu thêm vài cách giải khác 
dựa vào một số tính chất mở rộng hơn. 
9. Ta có tính chất (bạn đọc tự chứng minh) : 





đq +C lô 
Nếu 7 <Ở thì <— <5. 
Áp dụng vào bài toán trên ta có : 
5 3 ¬-- So 3 
3 0S Ho HINg 
“S< di ra 3c 
7.00. 0072516. 0” 
5 13 


10. Từ tính chất đã nêu ở cách 9 ta dễ dàng 
suy ra tính chất sau : 








am na. 

Nếu T5. thì an với n là số 
nguyên dương. 

Áp dụng vào bài toán trên ta có 

3. 2 5 5/2+3 3 

Vì 75 nên “72:22 SUY ra 
su 
7 16. 


Một vài nhận xét về các cách giải. 

a. Do bốn số 5, 7, 13, 16 đôi một nguyên tố 
cùng nhau nên khi áp dụng các cách giải l1, 2, 
3,4 vào bài toán trên ta đều quy về so sánh 
5.16 và 7.13. 


b. Khi so sánh các phân số chẳng hạn = và 


36,97. 
8300 


969. 
971 ` 


1991 sẽ 
1995 


1993 


1997” TỔ ràng fa 


nên áp dụng các cách 6, 7, 8, tương ứng là hợp 
lí nhất. 
c. Để vận dụng cách 10 trong bài toán ban 
đầu ta cần viết 
13=5.2+3;l16=7.2+2. 
Tương tự ta cũng so sánh được một cách 


§9 _ 895 
nhanh gọn hai phân số, chẳng hạn —— 0s VÀ 0sT- 
, 80 5 89 89.10+5 5 
Ta có 95^4 nên 95“9510+4“4 do 
do S9 „95 
95 954. 


d. Một điều thú vị là nhờ so sánh phân số mà 
ta có một cách chứng minh tính chất sau : 
Cho a, b, c, đ là các số nguyên dương, nếu ø 
<b<c<dvàa+d3=b +c thì ad < bc. 
Thật vậy từ giả thiết suy ra 
brardTC b¬a _ đdđ—c 
0<b<¿d b d 
a C a _c 
= độ n9 được => P7 => dd < bc. 
Nghĩa là : Cho hai số tự nhiên biến thiên có 


tổng không đổi, thế thì tích của chúng càng lớn 
nếu hiệu của chúng càng nhỏ. 


Ví dụ : 95.98 > 94.99 ; 
1995” > 1992.1998 ; 
a°>(a— 1)(a + 1). 

Thật ra tính chất này cũng đúng với a2, b, c, đ 
là các phân số dương. Khi đó ta xét các tỉ số 
tương ứng thay cho phân số. 

Rõ ràng một bài toán đơn giản nhưng cũng 
chứa đựng nhiều vấn đẻ lí thú. 

Cuối cùng xin nêu vài bài tập vận dụng. 

Bài 1. So sánh từng cặp phân số sau theo 
cách hợp lí nhất : 


47V. 49,38, 383 625 3871, 
9 "` 100 43” 428 655” 3874 
73 và 7345 
65. 6551” 
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Bài 2. Chứng minh rằng 


ấb2 51 "¬... 
5P. lð 1002 1007 
l 1 1 1 

b) ET8:112000E-100/771 


Hướng dẫn : ta có n` > n(n — l)(n + 1)—> 


 “=.. "c6 ca ch 
n `nn—l)(+]) (nTĐn nữi+])) 


với n =2; 3;... 


ĐỊNH LÍ TRUNG HOA VỀ SỐ DƯ 


Định lí Trung Hoa về số dư được phát biểu 
như sau : 
là n số nguyên dương 
nguyên từng đôi 
a\,d2,...,d,„ là n số nguyên bất kì thì hệ phương 


Nếu mị,m›,.... m„, 


tế cùng nhau một và 


trình đồng dư sau có nghiệm : 
x =ứi (mod ứm) 
x =ứ; (mod m;) 
x =ứ„ (mod ?m„) 
Ngoài ra nếu x = c là một nghiệm nào đó 
của hệ thì x = xạ là một nghiệm của hệ khi và chỉ 


khi tôn tại t € 2, sao cho xạ = c + (mym¿...m,)t. 


Chứng minh. Với mỗi ¡ e {1, 2,..., n}, đặt 


mị .m...m : : à 

n=— St". Kh đó m«Ñ* và 
" 

Ứm,,n,) = ]. 


(Kí hiệu (m,,n,) là ƯSCLN của m, và n,). Vì 


131 


vậy tồn tại b, e Z, sao cho b,n,; =l (mod m,). 


Đặt M= 3 a,bjn,. Khi j #¡ thì nụ. Với 
j=l 
mỗi ¡ = l1, 2,..., n thì M =a,b,n, = đ¡.] = a, 
(mod m,). Vậy x = M là một nghiệm của hệ. 
Giả sử x = c là một nghiệm của hệ. Nếu 
x=x¿ là một nghiệm nào đó của hệ thì 
(xe —c):m, với mọi ¡ = l, 2,..., n. Œđ) 
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TRẦN XUÂN ĐÁNG (Nam Định) 


Đặt m = [mị, mạ,..., mạ] (m là bội số chung 
nhỏ nhất của zị, mmạ,..., mạ). Vì mỊ, mạ,..., mạ 
nguyên tố cùng nhau từng đôi một nên 


 = mỊ.m›,...,M,, 

Theo (1) thì xạ — c chia hết cho z. 

Vậy tồn tại ? e Z sao cho xạ — c = mí. Suy ra 
Xo=C +. 

Ngược lại nếu x„ € Z thoả mãn xạ = c + mứ 
thì rõ ràng x = xạ là một nghiệm của hệ. 


Áp dụng định lí Trung Hoa về số dư ta có 
thể giải được các bài toán sau. 


Bài toán 1. Chứng minh rằng với mỗi số tự 
nhiên n, tồn tại n số tự nhiên liên tiếp mà mỗi số 
trong n số đó đều là hợp số. 

Lời giải. Giả sử p, pạ..... p„ là n số nguyên 
tố khác nhau từng đôi một. Xét hệ phương trình 
đồng dư x = —k (mod j¿) (k = 1, 2,..., n). Theo 
định lí Trung Hoa về số dư, tồn tại x¿ e Ñ* sao 
cho xạ = -k (mod g¿) với mọi & = l, 2,..., n. 
Khi đó các số 

*o + l,x„ + 2,... xạ + n đều là hợp số (với 
1<k<n thì Œ¿ + k): p£). 


Bài toán 2. Chứng minh rằng với mọi số tự 
nhiên n, tôn tại n số tự nhiên liên tiếp sao cho 


bất kì số nào trong các số đó cũng đều không 
phải là luỹ thừa (với số mũ nguyên) của một số 
nguyên tố. 
(Đề thi toán quốc tế năm 1989) 
Lời giải. Cách 1 : Với mỗi số tự nhiên m, xét 
n số nguyên tố khác nhau từng đôi một 7y, 
Pa›-... D„. Theo định lí Trung Hoa về số dư tồn 
tại ø e Ñ* sao cho z= j¿ —k (mod p¿) với k 
= 1,2,..,n. Khi đó, dễ dàng thấy rằng các số 
a+l,a+2,...,a + n đều không phải là luỹ thừa 
(với số mũ nguyên) của một số nguyên tố. 
Cách 2 : Giả sử n là một số tự nhiên bất kì 
Và DỊ, D2,..., D„› đị› đa›-... „ là các số nguyên tố 


khác nhau từng đôi một. Theo định lí 
Trung Hoa về số dư, hệ phương trình đồng dư 


x=~l (mod p¡đ¡), x = -2 (mod ?sđ2),..., x = —n 
(mod p„4„) có nghiệm. 

Chú ý rằng các số mái, P242... D„4, 
nguyên tố cùng nhau từng đôi một. Hiển nhiên 
rằng có thể chọn x = c là một nghiệm của hệ 
này sao cho c e Ñ*, Khi đó các số c + 1, c + 2,..., 
c + là n số tự nhiên liên tiếp và bất kì số nào 
trong các số đó cũng chia hết cho ít nhất 2 số 
nguyên tố khác nhau (c + 1) :(¡đ¡), (c + 2) 
:(P2đ2),...,(c +): (p„4„). Vì vậy không có số 
nào trong các số đó là luỹ thừa (với số mũ 
nguyên) của một số nguyên tố. 

Bài toán 3. Chứng minh rằng với mỗi số tự 
nhiên n, tổn tại một cấp số cộng gồm n số hạng 
sao cho mọi số hạng của nó đều là luỹ thừa của 
một số tự nhiên với số mũ nguyên lớn hơn Ì. 

Lời giải. Giả sử p, là số nguyên thứ ¡ (¡ = 1, 


2,..., n) và đặt p = pqps..jp„. Kí hiệu q, = n 
Khi đó (p,,z,) = 1 (1 <i<n). Với mỗi ¡ e {1, 
2„.., n}, hệ phương trình đồng dư x =< 0 (mod 
4j, x = —l (mod p, ) có nghiệm x = a, c Ñ*. 


Xét cấp số cộng gồm ø số hạng với công sai 


d= 112”2...m”” và số hạng đầu bằng đ. Với 
1 <k<n thì kd= 11.2.,,k01 nên, 
ma day  artl — a„ \PK 
Khi đó kd = . 
y4. ủp”, Mộ 


Số 14,2: .k ?% 


mỗi ¡ # k và (d„ + Ì) : jạ. 


. 1ˆ œ Ñ* vì a,: py với 


Vậy mọi số hạng của cấp số cộng trên đều là 
luỹ thừa của một số tự nhiên với số mũ nguyên 
lớn hơn 1. 

Bài toán 4. Chứng mình rằng có vô hạn số 
tự nhiên k sao cho các số k.2” + 1 (n e Ñ*) đều 
là hợp số. 

Lời giải Với mỗi số tự nhiên m, đặt 
F„ =2?” +1 thì với mỗi m = 0, l, 2, 3, 4 ta có 


3320] 


5 
F„ là số nguyên tố còn #; =2” +l= 
= 641.p với p là số nguyên tố, p > 2ly1= Fạ. 
Do (p, 2” ~ 1) = 1 nên theo định lí Trung Hoa 
về số dư có vô hạn số tự nhiên & thoả mãn k = I 


(mod (2 ~ 1)641) và k =—1 (mod p). 


Ta sẽ chứng minh với k > p thì k2” + 1 
(n = 1,2, ...) đều là hợp số. 


Thật vậy số n viết được dưới dạng n = 2”(2 + 1) 
với m, f > 0. Khi m = 0, 1, 2, 3, 4 thì vì 

k2" + 1= 2?” +1 (mod (22 —1)) nên 
(k.2"+1):F„. Vì k2” + 1>p > F¿ (do k> p) 
nên k.2” + 1 là hợp số. 

Với m = 5 thì k.2” + 1 = 2” + 1 (mod 641). 
Mặt khác (2” + I) :Ƒs = (k.2” +I):641, mà 
k.2"+1> F >641 = k.2” + I là hợp số. 

Với m > 6 thì n = 2Ố.h với h là một số tự 
nhiên. 

6 
Từ đây ta có k2" +1=2? +1 (mod p) hay 
' 6 h 6 
(Œ2"+1:p vì (2?2"+ÐU:@7 -D 

6 ý : 

(27 -1):F; vàF,:p. Do k2” +1 >k>p 
nên k.2” + 1 là hợp số 

Tóm lại có vô số tự nhiên k để k.2” + 1 là 
hợp số. 


mà 
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Dạng tổng quát của định lí Trung Hoa về số 
dư như sau : 

Cho n số nguyên dương nguyên tố cùng nhau 
từng đôi một mị,m,....tm, và các số nguyên 
bị,bạ,.... bạ cho 
= (a,,m„) =1. Khi đó 


a¡xị = bị (mod #¡) 


đị y2 ;...› uy 


(ứi,m) = (42,m¿) =... 


ao 
"ì 


d›zx› = b› (mod m 
hệ phương trình đồng dự 21a” ( 2) 


a„x„ = b„ (mod m„) 
có nghiệm. Ngoài ra nếu x = c là một nghiệm 
nào đó của hệ thì x = x„ là một nghiệm của hệ 
khi và chỉ khi tổn tại t œ Z7, sao cho 
Xe =C + mma...m„)t. 

Chứng minh. Xét các phương trình đồng dư 
4;y = l (mod ?,) (I <¡ < n). Vì (a,,m,)= 1 thì 
hệ này có nghiệm y,. Khi đó (y,,m,) = 1. Vì 
vậy phương trình đồng dư z,x =b, (mod m,) 
tương đương với phương trình y,đ,x = y,b, (mod my). 


Nhưng phương trình này lại tương đương với 
phương trình x=y,b, (mod mm. Như vậy 
ta được hệ phương trình đồng dư 

x = yiỗ¡ (mod zm) 

x =y;b; (mod m;) 


x= YD„ (mod mụ) 


Áp dụng định lí Trung Hoa về thặng dư ta có 
điều phải chứng minh, 

Cuối cùng là một số bài tập dành cho bạn 
đọc. 

Bài 1. Xét một cấp số cộng tăng có các số 
hạng là các số tự nhiên. Chứng minh rằng có thể 
chọn từ cấp số cộng này một số tuỳ ý các số 
hạng liên tiếp nhau sao cho tất cả đều là hợp số. 

Bài 2. Giả sử ƒx) là một đa thức với các hệ 
số nguyên và m là một số tự nhiên. Biết rằng số 
dư của phép chia cho z (mm > 2) của các số ƒ(1), 
f(2),... bằng 0 hoặc bằng 1. Chứng minh rằng 
là luỹ thừa của một số nguyên tố. 


PHƯƠNG PHÁP CỤC HẠN 


Khi giải một số bài toán có các yếu tố rời rạc 
hoặc hữu hạn, nếu ta dùng phương pháp cực 
hạn để chứng minh nhiều khi rất thuận lợi. 

Nội dung của phương pháp này là phải chọn 
được phần tứ cực hạn (nhỏ nhất hoặc lớn nhất) 
của một tập hợp đã cho. 

Đặc biệt nếu tập hợp đã cho là một tập con 
của tập hợp các số thực hoặc tập hợp đã cho có 
quan hệ với một tập con của tập hợp các số thực 
thì có thể sử dụng một tính chất (hay nguyên lí) 
của các số thực (xem bài Nguyên lí khởi đầu 
cực trị. Tuyển tập 30 năm Tạp chí Toán học và 
Tuổi trẻ, NXB Giáo dục, 2004, trang 60 — 61). 
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NGÔ HẦN (Hà Bắc) 


Tính chất đó như sau : 

Trong một tập hợp hữu hạn khác rỗng các số 
thực luôn chọn được số nhỏ nhất và số lớn nhất. 

Để các bạn làm quen với phương pháp cực 
hạn, xin giới thiệu một số bài toán sau. 

Bài toán 1. 7 người vào rừng hái nấm được 
tất cả 100 cái. Số nấm hái được của mỗi người 
đêu khác nhau. Chứng minh rằng có 3 người hái 
được tổng số nấm không ít hơn 50 cái. 

Lời giải. Gọi số nấm hái được của mỗi người 
là z,a;,...,a; được sắp xếp từ nhỏ đến lớn : 


đị < đạ < đ < dạ < đs < đẹ < đa q) 


Xét hai trường hợp : 

l) as >16. Gọi M là tập hợp gồm ba số 
nguyên ;,ø¿,đ;. Khi đó theo (1) thì 2s là số 
nhỏ nhất của Mƒ : 


da; >16 => dạ > Í7; ay > 18. 


Do đó ta có 
đs + dc + a; 3 5Ì (2) 
2) as < 15. Gọi N là tập hợp gồm 4 số 


nguyên đn, đa, đ+, ¿. Khi đó theo (1) có 
aa< 14 

Mặt khác a„ là số lớn nhất của N nên 

4< 13; a2< 12; ái SH] 

Ta có : 

dị +da + ay + day <S 50 

Suy ra ứs + ø + a; 3> 50 @) 

Các bất đẳng thức (2) và (3) chứng tỏ bài 
toán được chứng minh. 

Bài toán 2. Chứng minh rằng phương trình 

xˆ+ y =3:? (4) 
chỉ có một nghiệm nguyên duy nhất. 

Lời giải. Dễ thấy phương trình đã cho có 
nghiệm tâm thường 

x=y=z=Q0. 

Giả sử phương trình còn có nghiệm nguyên 
(x; y; z) khác với nghiệm (0 ; 0 ; 0). Nhận thấy 
nghiệm này phải có x và y không đồng thời 
bằng 0. Suy ra z z 0. 

Xét hai trường hợp : 

1)z> 0. Gọi M là tập hợp các số nguyên z > 0 
có được từ các nghiệm nguyên (+x ; y ; z) của 
phương trình. 

M có số nhỏ nhất z„ ứng với nghiệm (xọ ; Yọ ; Zo). 
Ta có 


Š: ốc 2 
Xa +ya =3Z2 


2.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


Vì (x2 +y?2) chia hết cho 3 nên xạ và y¿ 
cùng chia hết cho 3. Thật vậy, nếu x„ và y„ đều 
không chia hết cho 3 thì x + y2 khi chia cho 3 
sẽ có số dư là 1, do đó (x2 + y2) không chia hết 
cho 3. 

Đặt xọ = 3xị ; yọ = 3y¡, trong đó xị và và yị 
là các số nguyên không đồng thời bằng 0. 


Ta có : 


9x7 + 0y; = 3z2 


hay 3(+xƒ + ví) = so 


_Vì z2 chia hết cho 3 nên z„ cũng chia hết 


cho 3. Đặt z¿ = 3z¡ trong đó z¡ là số nguyên 
dương. Ta có 


2 2_ ^~2 
xi +ời =3¿{. 


Đảng thức này chứng tỏ (xị ; y¡ ; z¡) cũng là 
nghiệm nguyên của phương trình (4). Nhưng vì 
0 < z¡ < z¿ nên không thoả mãn với z¿„ là số 
nguyên dương nhỏ nhất. 

Như vậy phương trình không có nghiệm 
nguyên với z > 0. 

2) z < 0. Nhận thấy nếu (x ; y ; z) là nghiệm 
của phương trình thì (x ; y ; — z) cũng là nghiệm. 
Do đó phương trình đã cho không có 
nghiệm nguyên (x; y ; 2) với z < Ö. 

Tóm lại phương trình đã cho có một nghiệm 
nguyên duy nhất là (0, 0, 0). 

Bài toán 3. Trong mặt phẳng cho n đường 
thẳng (n > 3) trong đó không có hai đường 
thẳng nào song song và không có ba đường 
thẳng nào đông quy. Chứng minh rằng tôn tại 
một tam giác được tạo thành từ ba đường thẳng 
đã cho mà tam giác này không bị chia cắt bởi 
bất kì đường thẳng nào trong các đường thẳng 
còn lại. 


Lời giải. Giả sử dị là một trong các đường 
thẳng đã cho. Xét tất cả các giao điểm của n -— l 
đường thẳng còn lại. Gọi Ä⁄ là tập hợp các 
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khoảng cách (số đo là số thực dương) từ các 
giao điểm đó đến đường thẳng đ¡. M có số nhỏ 
nhất là ứ,. 

Giả sử P là giao điểm của hai đường thẳng 
Các 
đường thẳng đ; và d; cắt đ¡ tại các điểm Q và R 
tương ứng (vì không có hai đường thẳng nào 
song song). Như thế tam giác PQR được tạo 


đ, và dạ có khoảng cách đến đ¡ bằng ứ,. 


thành từ ba đường thẳng đ¡, đ›, đ; và không bị 
cất bởi bất kì đường thẳng nào. Thật vậy, giả sử 
có đường thẳng đ¿ cắt cạnh PR hoặc cạnh PQ 
tại đểm 7 < P (vì không có ba đường thẳng 
nào đồng quy). Khoảng cách từ 7 đến đ;¡ là /). 
Rõ ràng /¡ < íq. 
cách nhỏ nhất. 


Điều này trái với f¿ là khoảng 


SUY NGHĨ TỪ LỜI GIẢI MỘT BÀI TOÁN 
THỊ VÔ ĐỊCH QUỐC TẾ 


Đôi lúc một vấn đề đã được giải quyết xong 
lại gợi ý tìm ra một vấn đề hoàn toàn khác 
nhưng lại rất có ý nghĩa. Nếu loay hoay mãi vẫn 
không giải quyết được vấn đề thứ hai, các bạn 
thử "mô phỏng" theo những lập luận khi giải 
quyết vấn đề thứ nhất xem sao !. Một sự "mô 
phỏng" có sáng tạo, cải tiến, bổ sung có thể 
giúp ta đạt mục đích. Nhiều khi nhờ thế mà bạn 
bỗng tìm được những kết quả thú vị bất ngờ. 
Xin nêu một trường hợp như thế. 

Trong cuốn Tuyển tập những bài toán thi vô 
địch quốc tế có nêu một bài toán do CHLB Đức 
đề nghị (năm 1988) như sau : 

Bài toán. a, b là hai số nguyên đương sao 
cho a” + b chia hết cho ab + 1. Chứng minh 

BC 02 
rằng —— là số chính phương. 


Tác giả nêu hai cách giải khác nhau. Cả hai 
cách đều hay, làm thu hút sự chú ý của tôi. 
Ở đây xuất hiện vấn đề sau khi thay ab + 1 bởi 


ab - Ì. 
Nếu a, b e Ñ*, (2ˆ + ð2) : (ab — 1) thì có 


2 2 





kết luận gì về thương = : 


ab—] 
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LÊ HÀO (Phú Yên) 
Ta thấy 
(?+2?)!(x2~ D và TT CHỆ -EG 5 
q2+3?):x3~—1) và TT c ne 5, 


Thử thêm vài cặp số tự nhiên nữa, tôi càng 
tin rằng mệnh đề sau là đúng : 

Mệnh đề 1. Nếu a, b là hai số nguyên dương 
sao cho dˆ + bˆ chia hết cho ab — 1 thì 
a?+b? 

ab—] 

Chứng minh mãi không được, tôi bỗng nhớ 
đến cách giải thứ hai bài toán thi vô địch quốc 
tế ở trên. Cái cốt lõi của cách giải này là : Từ 
chỗ (z7 +7): (ab+1) chỉ ra có c, đ e Ñ* mà 


=5. 





c+ad<a+b d2 +bẾ = cưa 
` ab+l cả+1”` 

Tôi nhận thấy để chứng minh mệnh đề 1 ở 

trên cần giải quyết đều cốt lõi sau : Từ 

chỗ (z” +b”): (ab—1) chỉ ra có c, đ e Ñ* mà 

2.3L. 3, 39 

a+b ` c+d 

c+ađ<a+b, ¬ a.. 

cách giải thứ hai bài toán thi vô địch quốc tế kể 


. Dựa theo 


trên, có cải tiến, thay đổi một số lập luận, khắc 
phục một số trở ngại, cuối cùng tôi chứng minh 
được mệnh đề ! như sau. 


Chứng mình. Giả sử (a2 + b?): (ab — 1). Ta 
thấy ø # b vì nếu z = b thì (2¿”):(ø? —1), 
nhưng (ø', ø” — 1) = 1 nên 2:(øz? 1), không 
xảy ra. Do vai trò của a và b như nhau có thể 
xem z > b. Nếu b = I thì do (2ˆ +1):(z—1) 
suy ra 2: (z? —1) nên a = 2 hoặc ø = 3. Lúc đó 
a?+b2 — a?+] " 

ab—1 — 5 








a—] 
Ta xét a > b > 1. Từ (a2 + b”): (ab — 1) 


có b?(a? +b?): (ab — I) 
4 





=> (b† +1): (ab - l). Đặt k = ; “>0 ta 


có kab — k= bỲ + 1 => k=—I (mod b), đo đó 
có c e Ñ* để k = bc — I. 


Từ đó bỂ + 1 = (ab ~ 1)(be — 1). Ta có 











b?(? +c?) b`+1 ` 
BI s0 hiuEtS 2 TT =bc +ab 
bi bc+l+r TT c+a 
b?(aˆ +b?) b'“+1 
KG TDT//30007777TB]10022066 
2 2 2 2 
,.dq ˆ+b b“ˆ+c 
Ho? TT” Reei” 


Tương tự như trên thì b # c. Vì b > 1 vàa>b 
nên 4b - I = b“ + 1 + b( - b) — 2> bŸ + 1 
= (bˆ + l)” > bỈ+ 1= (ab — 1)(bc — 1) > 
(b? + 1)(bc — 1) >b?+ 1> be — ] 
= 2> b(c — b). Vì b > I nên b >c. 

Nếu c > 1 thì lập luận như trên, có đ c Ñ*, 
a>b>c>dđề 

4d +bˆ bˆ+c” c?+d? 
ab—] — bc—] cả—1 ` 

Cứ tiếp tục như thế, quá trình này phải dẫn 
đến tồn tại số u  Ñ* mà ø >> c> d>...>w> 1, 











a7 +b? _bˆ+c? 
ab—] - 


bc —Ì 


—w +] 


bang 


Vì @ø6?+1):@—1) thì như đã biết : u = 2 


Z 2 2 
BC Ea hi cẾ b D `. 


hoặc w = 3, vậy TRE! 
ab — 








N: 
(đpcm). 

Từ mệnh đề 1 ta có ngay hệ quả sau : 

Hệ quả. Phương trình 

+? +y? — mxy +m =0 

có nghiệm nguyên dương khi và chỉ khi m = 5. 

Điều thú vị là từ cách chứng minh của mệnh 
để 1, ta có thể chỉ ra cách tìm tất cả nghiệm 
nguyên của phương trình 


x?Ở+y“-5xy+5=0. 
Các bạn hãy xét hai dãy số (z,) và (b,) với 
k= I1, 2,... xác định bởi công thức : 
đị = Ì,a›= 2 và a, + a,,¿ = 5đ,¿¡ (k= 1,2, 3...) 
bị=1,bạ=3và bạ + by. =5bjvị (k= 1,2,3..). 
Ta có : 
Mệnh đề 2. Cặp số nguyên dương (xoy yọ) là 
một nghiệm của phương trình 
X°+y“ =5xy+5 =0 (1) 
khi và chỉ khi xe + yạ là hai số kê nhau ở một 
trong hai dãy số nói trên. 
Chứng mình. Điều kiện cần. Giả sử (xạ ; yạ) 
là nghiệm của (1), có thể xem x„ > yạ. Khi đó 
2g tưy 
XeXe—l' 
Nếu yạ = 1 thì x2 +5x¿ +6 =0 nên x¿ = 2 


hoặc xạ = 3, do đó (x„ ; yạ) là hai số liên tiếp 
đầu tiên ở một trong hai dãy số trên. 


Nếu y„ > 1, theo chứng minh mệnh đề 1, có 


2 P¿ 2 2 
; + + 
To € Ñ*,xe>Ye>Zo để g—o To, Jo To. 
Xu oi: 37 1 
Khi đó phương trình bậc hai 


X? -5y¿X + 5+ y2 =0 có hai nghiệm x„, zo- 


Theo định lí Viète x„ + z¿ = 5yạ. 
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Cứ theo lập luận trên có wạ,...., vụ, í,  Ñ* 


mà x,,> yo > Z¿ > Hạ >.... > Vọ > f¿ > Ì với hai số 
liên tiếp là nghiệm của (1), nghĩa là 


Xe + Zo  Yo› Vo + Họ 5a... 


2 
+] 
m ï nên vụ = 2 hoặc 





wọ+ 1 = 5y, Vì 5= —° 
XS — 
vạ=3. 

VẬY fạ, Vọ..... Họ, Zo, Yọ» Xe tạo thành các số 
hạng liên tiếp của một trong hai dãy số trên. 

Điều kiện đủ. Nếu (xạ ; yạ) là hai số kề nhau 
của một trong hai dãy số trên. Giả sử xạ, yạ là 
hai số liên tiếp của dãy (4) (k = 1, 2,...), đị = 1, 
đ; = 2, VỚI Xẹ = đ¿.1, Yọ = đự. Ta có nhận xét : 
nếu œ >b >c,a + c = 5b, (b ; c) là nghiệm của 
(1) thì (z ; b) cũng là nghiệm của (1). 

Vì ay.¡ > day, >... > đ = 2 3> ai = ], 


đ+\ +8 | = Sai ( = 2, 3,..., k), (đa; ai) là 


nghiệm của (1), nên theo nhận xét trên (đ¿„¡ ; 
a) là nghiệm của (1) (đpcm). 

Chứng minh tương tự khi (xạ ; yạ) là hai 
số liên tiếp của dãy (b¿) (k = 1, 2,...), bị = 1, 
bạ =3. 


Nhận xét. Nếu x¿ vụ 6€ Z, (x¿ ; yọ) là 


nghiệm của (1), thì rõ ràng x„, yọ không thể trái 
dấu. Vậy nếu tìm được các nghiệm nguyên 
dương của (1) sẽ suy ra các nghiệm nguyên còn 
lại bằng cách đổi dấu. 

Đến đây mời các bạn tiếp tục suy nghĩ. Có 
thể còn nhiều điều thú vị khác chưa được khai 
thác hết. Như các bạn biết, trang lịch sử khoa 
học có nhiều phát minh quan trọng ra đời nhờ 
biết kế thừa, cải tiến, bổ sung những thành tựu 
đã có. Các bạn trẻ hãy học toán một cách chủ 
động, biết phát huy, kế thừa để sáng tạo. Các 
bạn sẽ thấy toán học thật sinh động, lí thú. 


PHƯƠNG TRÌNH CĂN ĐỒNG DẠNG BẬC HAI 


Trong một kì thi chọn học sinh giỏi lập đội 
tuyển thi Toán Quốc tế của nước ta có bài toán 
sau đây : 


Tìm tất cả các cặp số nguyên dương (x ; y) 
sao cho với x < y thì 


Ýx +-jy = 41980. 

Nếu cùng các phép biến đổi thông thường rồi 
thực hiện các phép thử chúng ta sẽ có (x; y) 
bằng (55 ; 1375) ; (220 ; 880). Tuy nhiên nếu để 
ý rằng A/1980 = 6/55 là số vô tỉ thì lời giải sẽ 
đẹp hơn nhiều. Vế trái cần phải là các căn thức 
đồng dạng với Ý55, tức là Vjx =a55, 
\y =bA|55 với a, b nguyên dương thoả mãn 
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BÙI QUANG TRƯỜNG (Hà Nội) 


đẳng thức a + b = 6. Dễ thấy rằng ø = 1 hoặc 
a = 2 và ta lại có các nghiệm đã nêu. 

Nếu chỉ biến đổi và thực hiện các phép thử 
sẽ bất lực với bài toán sau đây : 

Tìm nghiệm nguyên của phương trình 


13x —7-Íy = xJ2000. 


Lời giải. Vế phải ^Í2000 = 202/5. Vế trái là 
tổng của hai số nên : hoặc một trong hai số 
bằng không, hoặc cả hai là những căn thức đồng 
dạng với x/5, tức là Vx = a5. vjy =bA'5 với 
a, b là các số nguyên không âm nghiệm đúng 
phương trình 

13a - 7b = 20. 


20+7b Zuf% 74+) 

13 13- ° 

Vì (13, 7) = 1 nên để z nguyên thì l + b = 
13: với ? nguyên. Suy ra b = 13 —1,a= l+ 7i. 
Để a, b > 0 thì / phải nguyên dương. Cuối cùng 
x=54? =5(1 + TĐẺ, y = 5bˆ = 5(13 — LÝ với r 
là số nguyên dương. 


Như vậy ¿ = 








Chúng ta sẽ tìm nghiệm nguyên của phương 
trình : 


aýJx +baÌy =vc q) 


với a, b nguyên và c nguyên dương không chính 
phương. Chúng ta có thể gọi phương trình (1) là 
phương trình vô định căn đồng dạng. 

Để giải phương trình, ta viết c dưới dạng 
c= km trong đó &, m là các số nguyên dương, k 
không chia hết cho bất cứ số chính phương nào 
khác 1. Vế phải x/c = m^/k rõ ràng là một số 
vô tỉ. Vế trái là tổng hai số nên : hoặc một số 
bằng O, hoặc cả hai là những số vô tỉ đồng dạng 
với v/k. Trường hợp a = 0 hoặc b = 0 đơn giản. 
Ta xét trường hợp a # 0, b z 0, dễ thấy a, b 
không cùng âm. Lúc này x =uxk, y=v4k với 
u, v là các số nguyên âm. Thành thử 

au + bv =m (2) 

Đây là phương trình vô định mà chúng ta đã 
có cách giải hết sức ngắn gọn (xem bài Có /hể 
làm toán sinh động hơn được không ? trong 
quyển này). Bây giờ tôi xin giới thiệu một 
phương pháp giải khác. 

Phương trình (2) có thể vô nghiệm (nguyên), 
nhưng nếu có một nghiệm „„, vạ thì cấu trúc 
nghiệm của (2), do đó cấu trúc nghiệm của 
phương trình đã cho, có thể xác định như sau : 

Do u„, vạ nghiệm đúng (2) nên 


au + by = quạ + bvạ = m. 


Vi ấbue: auẹ + bvạ — bv Si e— v) 
a 


b'%~ 
Tư G 


với #, b'` nguyên và (ở, Ð) = ]. 
Để nguyên thì v„ — v = đ/ với f nguyên, 
nên V = vọ — đf, H= Hạ + B†. 
Do u, vy > 0 nên vụ — đ? >0 > đf < vọ 
uc+br>0>bt>-—u. 


Vì trong a, b có ít nhất một số dương nên 
trong #, ?' có ít nhất một số dương. Không mất 


tính tổng quát, giả sử b' > 0 —> r > _ 


. ` Y ‹ 
se Nếu Z < 0 thì /> —® do đó 
a 


—H V “.„° + 1 
> max ?Ð,—* | với u,v„b >0, <0. 
p' + o Ơ 





° + ` “ “. + + ` 
se Nếu Z > 0 thì /< —* với nạ, vọ, Ð', a đều 
a 


dương. 

Cuối cùng x = ki” = k@¿ + b9, 

vy= k?= k(Ve— a'ĐẺ. 

Phương trình vô định căn đồng dạng không 
chỉ bó hẹp ở dạng đã nêu. Nhiều phương trình 
sẽ được giải một cách đơn giản nếu nhìn dưới 
con mắt đó. Chẳng hạn bài toán sau : 

Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương 

Ilx 


trình -g TV2x+l = 3y-4j4y-1+2. 


Nhận thấy ./4y-—1 là số vô tỉ với mọi y 
nguyên (vì bình phương của một số lẻ có dạng 
(4m + 1) mà 2l4y—1—AÍ2x—1 =3y+2~ _. 
là số hữu tỉ nên điều kiện cần (và đủ) để phương 
trình có nghiệm nguyên là cả hai vế bằng 0, tức 
là vj4y-1=A2x+l1, 3y+2- “=0, Dễ 
dàng rút ra x = 5, y = 3. Nghiệm này thoả mãn 
bài toán. 
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Cuối cùng, ta dùng phương pháp vừa nêu để 
giải một bài toán đã được đề nghị dùng làm đề 
Thị Toán quốc tế : 

Tìm tất cả các số tự nhiên x và y thoả mãn 
phương trình 


(Wx-jy)“=3361-A11296320  @) 
Lời giải. Nhận thấy x, y là các số nguyên 
không âm và 11296320 = 8.4I4105 là số vô 
tỉ. Viết lại (3) thành (x + y)” + 4xy — 3661 
= 4(x+y)Jxy -8.414/105 (4) 
Vế trái của (4) là số hữu tỉ nên điều kiện cần 
và đủ để (4) có nghiệm là cả hai vế cùng 
bằng 0. 


$?+4P-—3361=0 (5) 

Ta có hệ 
: = 82.105 (6) 
82”.105 





với $ = x + y, P = xy. Từ (6) có P= So” 


thay vào (5) được Sf - 3361S” + 4.827.105 = 0. 
Biệt số A = 1 nên $“ = 1681, 1680. Vì 
1681 = 41 nên § = 41, rõ ràng 1680 không là 


số chính phương. Lúc đó P = 420 nên x, y là hai 
nghiệm của phương trình z”— 41z + 420 = 0, 
giải ra ta được z = 20 ; 21. Vậy (z ; y) là (20 ; 21) 
hoặc (21 ; 20). 


Cũng có thể chỉ xét điều kiện cần của (3). 
Đẳng thức (4) xảy ra khi và chỉ khi \xy 
và /I05 là các căn thức đồng dạng, tức 
là \xy =k\105 với k nguyên dương. Như vậy 


xiy= S xy = 1058”, ta có x và y là hai 


nghiệm của phương trình ¿Ÿ —. 1+10582 =0. 


Phương trình này chỉ có nghiệm nếu A = 
2 

(#) -4.105? >0 = k < 2. Nếu k= 1, 
phương trình 7 — 82¿ + 105 = 0 không có nghiệm 
nguyên. Nếu k = 2, phương trình 7 — 417 + 4.105 =0 
có nghiệm  = 20 ; 21. Sau khi thử vào (3) 
thấy đúng, ta kết luận (x ; y) là (20 ; 21) hoặc 
(21 ; 20). 


MỘT SỐ BÀI TOÁN VỀ SỐ HỮU TỈ VÀ SỐ VÔ TỈ 


NGUYỄN NGỌC BÌNH PHƯƠNG (TP. Hồ Chí Minh) 


Chúng ta đã biết : 
Định lí. Nếu a là số nguyên dương không 
chính phương thì vla là số vô tỉ. 


Tổng quát. Nếu zø là số nguyên dương 
không là số luỹ thừa bậc ø của bất kì số nguyên 


dương nào thì #4 là số vô tỉ (n eÑ¡n>2). 


Sau đây là một số bài toán áp dụng. 
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Bài 1. Chứng minh rằng số a = 42 +3 là 
số vô tỉ. 
Lời giải. Giả sử a là số hữu tỉ, ta có 
a?=5+ 2x6 


a?—5 





> V6 = là số hữu tỉ (vô lí). 


Vậy a= 42 +43 là số vô tỉ (đpcm). 


Bài 2. Cho vn là nghiệm của phương trình 
xì+ax?+bx+c =0 với a,b,c€ Ọ, n là số tự 
nhiên không chính phương. Tìm các nghiệm 
còn lại. 

Lời giải. Ta có nxÌn + na + bxÍn +c =0 

c-© (n+b)NÌn + na+c =0 
_ —(4+c) 


Nếu n + b# 0 th J#=———eceQ 
n+b 


(vô lô. 

Vậy n+b=0 và na+c=0—>b=_—n và 
c=~—na. 

Thế các giá trị của b và c vào phương trình, 
ta được 

x2 +ax2 — nx — na = 0 

© (œ —n)(x+a)=0. 

Từ đó ta thấy ngoài nghiệm x = ^Íø, phương 
trình còn có các nghiệm x =-n, x= -z với 
aeQ. 

Bài 3. Cho hai thùng đựng nước với dung 
tích lớn tuỳ ý và hai cái gáo có dung tích lần 
lượt là A2 lít và 2—^Í2 lít. Hỏi có thể dàng 
hai cái gáo để chuyển 1 lít nước từ thùng này 
sang thùng kia được hay không ? Tại sao ? 

(Đề thi tuyển vào lớp 10 ĐHSP Hà Nội, 1995), 

Lời giải. Giả sử có thể dùng gáo a (dung tích 
v2) và gáo b (dung tích 2-/2) để chuyển 
được l lít nước từ bình A sang bình 8 bằng cách 
đong m gáo a và n gáo b với m,n c 2 (m>0 
nếu đong từ A sang Ö và m < 0 nếu đong từ B 
sang A ; tương tự đối với øn). Khi đó 
m1l2+n(2~1l2)= 1 @œ(m—n)A2 +2n—1=0 


Nếu m # n thì 2= 





2?) =3'\ê1B) 
H—n 


Vậy m=n= z (mâu thuẫn với m, n c 2). 


Kết luận : Không thể dùng hai cái gáo đó để 
chuyển 1 lít nước từ thùng này sang thùng kia. 


Bài 4. Chứng mình rằng với mọi số tự nhiên 
n phương trình sau đây không có nghiệm hữu tỉ : 


(x+y43#' =xjl+3. 


(Vô địch toán Liên Xô, 1987) 


Lời giải. Với n = 1, giả sử có x, y e Q thoả 


x+yN3=xI++x3 
= (x+y43)? =1+3 
© x?+3y?-l=(1-2xyN3. 


man 


x?+3y” —1 


Nếu 1 - 2vy z 0 thì ^/3 = cQ 
1—2xy 


(vô lộ. 
Vậy I- 2xy=0 vàx”+3y?—1=0. 
Rút y từ 1 — 2xy = 0 thế vào x2 + 3y” ~ 1 ta 
được 4x! ~ 4x? +3 =0. 
Phương trình này vô nghiệm nên không tồn 


tại x, y e Q thoả x+y3 =x1+43. 


Nếu x, y e Q thì (+x+y43)" =x;+yv3 
với xị, yị e(Q‹ 


(Dễ dàng chứng minh được bằng cách khai 
triển nhị thức Newton). 


Do đó nếu tồn tại n e Ñ và x, y c Q sao cho 
(œx+y43#' =Ï+V3. Đây là điểu mà ta đã 
chứng minh là không thể xảy ra. 

Bài 5. Chứng minh rằng ŸJ2 không thể biểu 
diễn được ở dạng p+ qAr trong đó p, q, r e Q, 
r>0. 

Lời giải. Giả sử tồn tại p, q, r e Q,r>0 
thoả p+ ạr =2. 


Ta có pÌ+ 3pˆaxlr +3pq”r + 42r^r =2 
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© (3p?4+ qÌr)Ìr =2— p` ~3pq?r. 


e Nếu 3p?¿+gÌr #0 thì 


RuEP 2) 





Ga *e Ọ (vô lí). 
3p? q+ựTt 


e Nếu 3p?¿ + Ìr =0 


q=0 


© 4(3p? +4 r)=0 © 
p=4=0 


Rõ ràng không thể xảy ra p = g = 0. 
Nếu ¿=0 thì Ÿ2 = p c Q (vô lí). 
Vậy không tồn tại p, g,” e Q,r >0 thoả 
p+ ạYr =#2 (đpcm). 
BÀI TẬP TỰ GIẢI 


Bài 1. Chứng minh rằng các số a= Ä/2 + 3/3 ; 
= M2 +43 +5 đều là các số vô tỉ. 


Bài 2. Biết phương trình x +b=0 với 


ni 
J2+vã 


a, b c Q có một nghiệm là . Tìm các 


BIẾ 


cặp số (a, Ð). 
Bài 3. Giải phương trình 
ý2/3~3=xJ3 ~\jyv3 
với nghiệm hữu tỉ (Vô địch toán Anh, 1970). 
Bài 4. Cho a, b, c, đ e Q và m, n là các số 


nguyên dương không chính phương. Chứng 
minh rằng điểu kiện cần và đủ để 
a+bAjm =c+dAn làa= c và bÄÍm = dẻ. 


Bài 5. Cho +, Ð là hai số hữu tỉ khác không 
và ø là một số nguyên dương. Chứng minh rằng 


số x= an + b^Ín +1 là số vô tỉ. 
Bài 6. Cho z, b, c c Q thoả 
a Ä⁄4 + bŸ2 +c =0. 
Chứng minh rằng z = b = c = 0. 


TÍNH BIẾU THÚC HỮU TỈ BẰNG CÁCH XÉT DẠNG 
ĐA THỨC BẰNG NHAU TẠI NHIỀU GIÁ TRỊ 


1. Khi giải một số bài toán gồm các phân 
thức hữu tỉ, nếu khai triển các phép tính trên các 
phân thức đại số thường gặp những biến đổi rất 
phức tạp. Song nếu ta biểu thị nó dưới dạng đa 
thức thì nhiều khi công việc trở nên dễ dàng. 

Cơ sở của cách làm này dựa vào các mệnh 
đề dưới đây. 

Mệnh đề 1. Nếu¿ nhị thức dạng 
ƒŒz) = Ax+ B (1) với A, B là các tham số mà 
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LÊ QUANG TRƯNG (CĐÐSP Bạc Liêu) 


ƒU) triệt tiêu tại hai giá trị khác nhau của x thì 
A=B=0 hay fš) đồng nhất bằng không. 

Chứng mình. Giả sử với xị = a, x¿ = b (a # b) 
mà fa) = ftb) = 0, hay Aa + B= 0 và Ab + B=0, 
từ đó A(ø — b) = 0, vì a — b # 0 nên A = Ö suy ra 
B=0. 

Mệnh đề 2. Nếu thức dạng 
ƒŒœ)= Ax?+Bx+C (2) với A, B, € là các 


tham số mà ƒ{x) triệt tiêu tại ba giá trị khác 


tam 


nhau của x thì A = B = C =0 hay f(x) đông nhất 
bằng không. 

Chứng mình. Giả sử với XI =4, Xa~ b, *x‡= d 
(đôi một khác nhau) mà ƒ#{¿) = ƒŒ) = ƒ) = 0 
hay Ad” + Ba + CC =0, Ab? + Bb + C=0, 
AdP + Bd + C =0. Từ các đẳng thức trên suy ra : 
A(ˆ - b?) + B(a - b) =0, A(dˆ - đ) + B(a - =0, 
Vìiaz—=bz0,a-dzOnên A(a+b)+B=0; 
A(œ+ + B =0 suy ra Á(b - j?=0, vì b—- d0 
nên A = 0. Từ đó ta suy ra B = 0, C =0. 

2. Một số thí dụ 

Thí dụ 1. Tính tổng sau 

(d~b)\(d—e). (d~e\(4~a) . (4~a)(4~b) 

(œ-=b\(a-c) (b-c)(b—a) (c—a)(c—b) 

Lời giải. Tổng trên chỉ xác định khi a, b, c 
đôi một bằng nhau. 





- Nếu thay đ bằng x và đặt tổng trên bằng ƒ(+) 
thì #) là tam thức dạng (2) đối với x. Ta nhận 
thấy : ta) =ƒtb) = ƒ(c) = 1. Như vậy ƒ(x)— 1 là 
tam thức nhận ba số khác nhau zø, °, c làm 
nghiệm. Vậy fx) - 1 đồng nhất bằng 0O hay 
#2) = I với mọi x,suy ra ƒ(2) = I. 

Thí dụ 2. Chứng minh rằng với a, b, c là các 
số đôi một khác nhau thì 


a?(x—b)(x—c) h b(x—c)(x—a) 


(a—=bXa=c) (b-c)Xb-4) 
c7(x—a)(x—b) _ 2 
(c—4)(c—b) — 
Lời giải. 


Xét biểu thức 
—g (x—b\(x—c) bˆ(x—c(x—a) 


lÀORNETP5TPTPEDTINAIEITEPSTTEDO 
cẪÑŒ«~4)&-—) _ ¿ 
(c— a)(c ~b) 


Ta thấy ƒ#z) là tam thức dạng (2) nhận ba số 
khác nhau ø, °, c làm nghiệm, vậy ƒ{x) đồng 
nhất bằng 0 và bài toán được chứng minh. 

Thí dụ 3. Đơn giản biểu thức 

_ —-b b—c ca (a-b)(b-c)(c—da) 
_g+b b+c c+a (a+b(b+c(c+a) 








Lời giải. Sau khi quy đồng mẫu số ta được tử 
số là 


ƒ#) = (a — b)(b + cX(c + a) + (b — c)(w + b)(c + 4) 
+(c— đ)(a + b)(b + c) + (a — b)(b - c)(c — đa). 


Ta thấy +) là tam thức dạng (2) đối với ¿ và 
có ba nghiệm : a = b, đa = c, a = Ö. 


Nếu b, c khác nhau và đều khác 0 thì ba 
nghiệm này đôi một khác nhau nên ƒ{¿) đồng 
nhất bằng 0 và ta có P = 0. 


Nếu b = 0 hoặc c = 0 hoặc b = ‹ thì ta đều có 
#4) = 0 suy ra P =0. 
3. Một số bài tập áp dụng 
Bài 1. Đơn giản biểu thức 
a?—bc ° bˆ —ac h c? =ab 
(a+bXœ+c) (b+c\(b+a) (c+a)(c+b) 
Bài 2. Chứng minh rằng 
b+c+d : 
(b - a)(c ~ a)(d ~ a)(x — a) 
- c+d+ua 
(c — b)(d — b)(a — b)(c — h) 
$ d+aa+b 
(ở — c)(œ — c)(b — c)(x - c) 
- a+b+c 
(a — đ)(b - đc — đ)(x - đ) 


xea-b—c-d 


" œ-a)œ-b)\œ&~e)œ~4)` 
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TẬP DƯỢT KHAI THÁC CÁC ĐĂNG THỨC ĐÃ BIẾT 


Khi đã được học phép nhân đa thức, bất kì 
học sinh nào cũng có thể thực hiện phép tính để 
rút ra hằng đẳng thức : 
(a+b+c)°=a”+bˆ + cỄ? + 2ab + 2ac + 2bc (1) 

Nếu chỉ quan sát đẳng thức (1) trong trạng 
thái tính thì quả thực ta khó có thể rút ra được 
một điều gì thú vị ngoài tính cân đối, đẹp mắt 
của nó. Ta hãy nhìn đẳng thức (1) với trạng thái 
động xem sao ! Trước hết chúng ta hãy chủ 
động cho các đối tượng a, b, c thay đổi một 
chút, chẳng hạn ta thay z, b, c tương ứng bởi 


+. Đ + , theo đẳng thức (1) ta có 
a b c 


bu si 1: 122/32 2 
nớă x.....ẻ. 


a b ø? bˆ c2 ab ac bc 
: 
L1 1| .1 1 1. 2(+51¿) 
hay (‡+z--) SE) MịT BE” + SPe (2) 


Trong (2) cho a + b + c =0, được 


tp 

4a b cj ạ? p` c2 

Rõ ràng ta có một kết quả thú vị : Với abc # 0, 
a+b+c=0thì 








Như vậy, chỉ cần thay đổi một chút các dữ 
kiện, ta đã thu được một kết quả rất đẹp. Nhưng 
nếu ta dừng lại ở đây thì sẽ không thấy hết được 
tâm ứng dụng của kết quả mới. Chúng ta thử 
cùng xem vai trò của đẳng thức (3) qua một loạt 
các bài toán ở những dạng khác nhau dưới đây. 

Bài 1. Chứng minh các đẳng thức sau : 


1.1] 
4a b da+b 


a2 b` (a+bỷ 





@ 
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TRỊNH KHÔI (Bắc Ninh) 


a?b? 


b) ,|a? +b2 + 5 
(a+b) 








ab 
= b— 5 
⁄‹: | 
Hướng dẫn giải. s Để chứng minh đẳng thức 
(4) ta chỉ cân chú ý rằng (ø + b)ˆ = [-(a + b)Ÿ 
như vậy đẳng thức (4) được suy ra trực tiếp từ 
(3) khi ta thay c = —(# + ð). 
e Tương tự (5) được suy ra trực tiếp từ (3) 


khi ta thay a, b, c tương ứng bởi ba số ¬} và 
ạa 


Bài 2. Cho a, b, c là các số hữu tỉ đôi một 
khác nhau. Chứng mình rằng 
GEN sE TS. 
(a-bŸŸ (®b-e” (-a}Ÿ 









hữm tỉ. 
Hướng dân giải. Chỉ cân đề ý 
(a—b) +(b—c)+(c— a)=0, nên từ (3) ta 


l l <Q. 


+—— 
. cư 





có s= 








Bài 3. Rút gọn biểu thức sau : 









Do U  6hơ, ur ISL l0 go 1b cà, 
a ”+b” (a+b” Wa? b` (2+p3Ï 
Hướng dẫn giải. Áp dụng (4) ta có 

l1 1 1 1 1 


+—+——>——> =--†+>-—m 
a2 ph (a+b}y ` a bề a2+b? 
và áp dụng (4) một lần nữa được 


"".... 
a*” bˆ` (a+b}? 


1.1 I1 
a+b 





D1 








Bài 4. X⁄? tổng 
l 1 1 l 
sn = ẽ Hội nh hư 
l 1 
+ .H+ + 
(n—I) n 





b) Chứng mình rằng với mọi n > 3 thì S„ là 
số hữu tỉ nhưng S„ không thể là số nguyên. 

Hướng dẫn giải. Hãy chú ý 

[ +ựứ— l) +(_—n) =0, áp dụng (3) ta có 


1 1 j¬. 
1+ s†;=l+——-- 
(0= “ n n—] n 


Từ đó dễ dàng thấy 





Từ đó giải quyết được a) và b). 


Bài 5, Đặt 5„ =vJ1+99...92 +0,09,,.92 


(hạng tử thứ hai trong căn là bình phương của 
số tự nhiên có n chữ số 9, còn hạng tử thứ ba 
trong căn là bình phương của số thập phân có n 
chữ số 9 ở sau dấu phẩy). 

a) Chứng minh rằng với mọi n nguyên dương 
thì S„ luôn là số hữm tỉ. 


b) Viết S2ooo dưới dạng số thập phân. 
Hướng dẫn giải. Chú ý 99...9 = 10” — 1 (vế 
trái là số tự nhiên có r: chữ số 9). 


10” —I 


" 


0,99...9 = 





(vế trái là số thập phân có 


n chữ số 9 sau dấu phẩy). Do đó 


2 
%„ =4l1+(0? =1) b 2) 


G" 





Áp dụng (5) với a = I, b = 10” - 1, ta thu 
được S„ = 10” —1+ mà nên việc giải quyết các 
câu a) và b) không còn khó khăn. 

Bài 6. Giải các phương trình sau : 

1 1 3 

"77. an... 

(2x—]1) (3x+1) (x+2) 





2 
b) ˆ+6x6+ 22) =0. 
x+4 


Hướng dẫn giải. Áp dụng các đẳng thức (4) 
và (5) để giải các phương trình trên. 

Trên đây chúng tôi đã giới thiệu với các bạn 
một hướng khai thức đẳng thức (1). Kết quả thu 
được rõ ràng đã giúp chúng ta sáng tạo ra nhiều 
bài toán mới.. 


Các bạn hãy tập khai thác hằng đẳng thức 
khác đang học trong chương trình. 


2ï 


[zj/7/1,/1/1: 


TÌM GIÁ TRỈ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 





VỀ MỐI QUAN HỆ GIỮA HAI BẤT ĐẲNG THÚC 
CAUCHY VÀ BERNOULLI 


Bất đẳng thức Cauchy có dạng : 


> tlaa›...đ,„ q) 


..„ đ„ >Ũ, mọi  e Ñ*. 


dị +dy +... + dụ 


n 
với a¡> 0, a„>0,. 


Bất đẳng thức Bernoulli có dạng : 

(+x)” >l+wx (2) 
với mọi x >—l, mọi n e Ñ*,_ 

Như chúng ta đã biết có nhiều cách chứng 
minh các bất đẳng thức này : trực tiếp hay gián 
tiếp, dài hay ngắn, đơn giản hay phức tạp, v.v... 
Dưới đây trình bày cách chứng minh bất đẳng 
thức này nhờ bất đẳng thức kia. 

Giả sử có bất đẳng thức Cauchy, ta cần 
chứng minh (2). Nếu 1 + nx < 0 thì do vế trái 
của (2) không âm nên bất đẳng thức đúng. 
Trong trường hợp Í + øx > 0, xết n — Ï số 1 và 
số l + mx, theo bất đẳng thức Cauchy ta có 


ào ki ho chả Go C22 DIỢN HỢP) 


n 
Nâng lên luỹ thừa bậc ø hai vế ta được {2). 
Ngược lại, giả sử có bất đẳng thức Bernoulli 

(2) ta cần chứng minh (1). Đặt l + x = / ta có 

thể viết (2) dưới dạng : 


? >1+ jŒ—I), với mọi >0, Vj e Ñ*, 
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LÊ HẢI KHÔI (Hà Nội) 


hay là 


>j”—(Jj—1), với mọif>0,VjeÑ* @) 


Xét n số không âm zy, đ;,..., đ„. Trong 
trường hợp có một số nào đó bằng 0 thì bất 
đẳng thức (1) là hiển nhiên, do đó có thể giả 
thiết rằng a; > 0 với mọi j = l, 2,..., n. 


? s 
Khi đó các bất đẳng thức (3) với :=-c— 
j=I 





¡=2 hobi |? 3 | 
Ú =2...., n) cho ta s. Js ~(7-]). 
: —] : 
Do đó, SỈ >(j§ ~(/~1)S,¡)§¡ =a/SE 
VỚI j = 2, 3,..., n. 
Vậy là chúng ta có : 
S” xu S1 >ád l8 2 2v. 


> du, ¡...đ25, = đud„_¡...đ2đ1. (4) 


HT" 


_ đị † đ2 +...đ, 


Thay S, vào (4) và khai 


căn ta được bất đẳng thức Cauchy. 


TỪ CÁC TÍNH CHẤT CƠ BẢN CỦA BẤT ĐĂNG THÚỨC 


Ta đã biết các tính chất cơ bản của bất đẳng 
thức được coi là những yếu tố nền tảng, cơ sở để 
từ đó xây dựng được các bất đẳng thức mới 
phức tạp hơn. Ngược lại, muốn chứng minh một 
bất đẳng thức, ta cần phải sử dụng các tính chất 
cơ bản của bất đẳng thức và các bất đẳng thức 
quen thuộc như Cauchy, Bunyakovski sau khi 
biến đổi biểu thức hoặc thêm bớt vào biểu thức 
một số hạng nào đó. 

Sau đây là một số thí dụ minh hoạ. 

Thí dụ 1. Với a, b, c là ba số thực dương, 
chứng mình rằng 


(a+b)Ÿ „@+©Ÿ (b+c) 
là ạa 


Lời giải. Cách 1. Ta có 


ÓC ca >4(a+b+c)(1) 


51.232 
0© — eo 


>8(œ+bb+c}) (2) 
Mặt khác ta có 


2 
..—. +4(a+b+c) 


(a+ b)ˆ ~ 4(a + b)c +Ác? >0 


(a + b) 
mm. 


hay +ác 3> 4(a + b). 


Chứng minh tương tự, ta cũng có 


vất V2 
KP ĐÓ, cau x4(b ve); SẺ 





(b+©Ý +4b>4(+a). 
da 


Cộng theo từng vế ba bất đẳng thức trên sẽ 
thu được (2). Từ đó có điều phải chứng minh. 
Cách 2. Ta có 
()© 
l« +, (b+©Ÿ 
€C ạa 


(a+b+c) 


SP UD 


>4(@+b+c)Ÿ (3) 


Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski, ta có 
4(a+b + cŸˆ = [(@ + b) +(b+ c) + (e + a)]Ÿ 


VŨ ĐỨC (Ninh Bình) 


n ME CN | Í 
(j =Ì (%) t +(Ýa)°+(Jb) ] 


siên ,+©Ÿ c 


C đa 








(a+b+c). 


Suy ra bất đẳng thức (3) đúng. Từ đó có điều 
phải chứng minh. 
Thí dụ 2. Với a, b, c là ba số dương, chứng 
mình rằng 
a b c 


1t ca the” (4) 
b_ c ú 


Lời giải. Ta có 


$j ¡3 „3 
2)= (2+ + Ìxe+#+e 
P 


>3(4” + bˆ + c?) (5) 
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy có 


3 3 3 3 
ki hộ P) 2>„234_ 2# g2 
TT To E TỦ Xó 


a` 2 2 
hay “an +b“ >3a“. 
Chứng minh tương tự, ta cũng có 
3 


3 
32s > 3b; TC >3c?. 
C a 


Cộng theo từng vế ba bất đẳng thức trên ta 
thu được (5). Từ đó có điều phải chứng minh. 
Thí dụ 3. Với a, b, c, d là các số dương, đặt 
_ đ+b b+c c+ủ h d+a 
atb+c b+c+d c+d+a d+a+bh 
Chứng mình rằng : 2 < M < 3. 








Lời giải. Vì a, b, c là các số dương nên 
a+b+c,b+c+d c+d+a,d+a+b đều nhỗ 
hơn a+b+c+đ. 
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Do đó, ta có 
` a+b b+c 
a+b+c+d a+b+c+d 


c+d d+a 
a+d+c+d a+b+c+d 


_ 2(a+b+c+d) _ 
"nh 017” (6) 


C ảd 
à =llÌ-———— 1——— 
Ni men ai: 


c+ad+a đ+a+b 


(c) (4) (2) (_—P) 
be Ð tö£d, Towddto- lJ4at0 
(~c) (3) 
a+b+c+d a+b+c+d 


(4) (?) 


a+b+c+d a+b+c+d = 





<4+ 


(œa+b+c+d) 
ST sa có 
a+b+c+d 5 


Œ) 

Từ (6) và (7) ta có 2< M < 3. 

Thí dụ 4. Với x > y >z > 0, chứng minh rằng - 
#7 3 


Lời giải. Xét hiệu 


2 2 2 
..7., z2), yŒ-x) ZŒ y) 
Z x y 
Từ giả thiết z < y < x và x@ -2)> 0, 


yŒ-x)<0 Suy ra 


x?(y—z) : x?(y—Z) 


: ĐÁ 
yœ~>) yœ-~>) 
x.y 


Do đó 


1S 3.0213 G-~1x)+2 Q7) 
: y 
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=>yH >xlú —*)+(x—z)]+ vq —x*)+ Z%œ —y) 
=Œœ~y)Œ“~x')+@œ~z)GŸ - y) 
=(x—y(x —z)[Œ + y) — œ + ?)] 

= (x —y)(x —z)(y —Z) >0 (do x> y>z >0). 
Vậy H >0 suy ra đpcm. 


Thí dụ §. Với a, b, c là ba số dương, chứng 
mình rằng 




















ủ? p số 
ĐC 0 nộ 2 2 2 
b“ˆ+c c+a a“+b 
a b C 
_ b+c c+a a+b. 


Lời giải. Do vai trò của a, b, c là như nhau 
nên ta có thể giả sử a > b > c >0. 


2 NG 
vì 1>>“ >0 nên ) gi (£) c 
a a L/Á 


ạa a a 
2 
sùB 2< s4 0404020: 
Ñ J8. n2: g2 
Từ đó kết hợp với 


0< @ˆ + + c) < (4ˆ + c2(a + c) có 
a? —_ g8 a? (b+c)— a(b? + c?) 
b?h+c? b+c (b? +c7Xb+c) 





ö a?(b +c)— a(? + c7) 


(a4? + c?)(a + c) 


c+¿“() 4E] 
SUy Ta —+—<| — | +|Ị— 
lở C c lái 


© c?(a+ b)< ca? + b2). 

Từ đó kết hợp với 

0< (4 ˆ+c(a + c) < (4` + ba + b) có : 
cẰ——c_c(a+b)-c(a +b°) 

a2+b” a+b (a? + b?)(a + b) 

¬ c?(a+b)— c(a2 +bˆ) 


(a7? +c?)(a + c) 


@) 


bŠ—— b__b(c+a)-b(c +4”) 
c?+a2 (a? +b?Xa+c) 


Cộng theo từng vế (8), (9) và (10), ta được 





(10) 


ca 























a? DU, a = 
b tuc” P†c Ptc q ẹp 
2 
€C b b 
+ — >0 
ad+Db c2 +2 c+a 
a? : b7 š c 
bh+c?” c?+aT a?+Ðb 
„ x b C 
_ b+c c+a da+b. 


Nhiều bất đẳng thức trong khi thi chọn học 
sinh giỏi hoặc thi vào Đại học có thể chứng 
minh tương tự như trên. Mời các bạn thử sức với 
các bài tập sau. 

Bài 1. Với ø, b, c là độ đài các cạnh của một 
tam giác, chứng minh rằng : 


DU, b C 
> ° 
h \b+c-a n: Wc+a—-b b Va+b-c so 


a(b+c) b(c+a) c(a+b) 
2 P.ESd Bi anh nhiệt 
>2(a+b+‹c). 


Bài 2. Với a, b5, c là ba số dương, chứng 
minh rằng : 








D j b? c? ` 3(ab + bc + ca) - 
b+c c+a a+b_ 2(a+b+c) ` 
AI " 
B7 1 Sen: l0 kếU, 
b`.c ai abec 


Bài 3. Với số nguyên dương ø chứng minh 
rằng : 
ao 
ng 
Bài 4. Hãy tổng quát hoá kết quả của thí dụ. 
4 và thí dụ 5 ở trên. 


MỘT PHƯƠNG PHÁP ĐÁNH GIÁ TỔNG CÁC PHÂN THỨC 


NGÔ VĂN THÁI (Trường PTTH bán công Quỳnh Phụ, Thái Bình) 


Có nhiều bất đẳng thức đòi hỏi phải đánh giá 
tổng các phân thức với các số hạng hoán vị 
vòng quanh, trong đó có bất đẳng thức Nesbir 


mở rộng : Cho xị, xạ,..., x„ (x; > Ö với mọi ¡, n c Ñ*, 














n>3) thì : 
a a a a n 
I $ 2 n1 [UIT TA q) 
đ¿ +ứy  dy +d¿ a, tai ứp tay 2 


Bất đẳng thức (1) trong trường hợp tổng quát 
là không đúng với mọi n > 26. Trên tạp chí 
THTT cũng đã đăng lời giải cho trường hợp 
n=3, 4, 5, 6. Sau đây là cách chứng minh cho 
trường hợp ø = 3, 4 khá gọn dành cho các bạn 
THCS. Trong cách chứng minh dưới đây phải sử 
dụng đến bá? đẳng thức Cauchy của ba số 
không âm (chứng minh dành cho các bạn) : 


Cho ba số không âm X\, X, X; thì 
X1 II X XI A. 


Ta chứng minh bất đẳng thức (1) với n = 3 
và n= 4. 


1) Với ba số dương đ;¡, đa, 44 (n = 3) thì 





























đi đ; đa ¬- 
đy+úy dạ+ú a+ay 2 
. ga a a 
Lời giải. Đặt P=——^——+—”—+——Ì 
dy+úy đdy+ú, đa +đa 
hác” đi N82 
đạ+dy dạ +dúp. đi ta 


Dễ thấy P+(Q =3. 
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Gọi vế trái của BĐT trên là Ä⁄. 





a+da đ›ạ +d dạ + 
MP6 cay 2 da 6. Uy 
đa + đa Œ—¬ + đị đn + 
“đ ta d2 +d đạ + d 
D0101 TH S065 cà An lan hiờN 
4; +ứa đ; + an đị + ứy 


Theo bất đẳng thức Cauchy ta được 
M+P>3;:M+Q>3. 


Suy ra 2M + P + Ó >6 =s 2M > 3 =o M > Š. 


Đảng thức xảy ra khi và chỉ khi ø¡ = đ; = đa > Ö. 
2) Với bốn số dương ø\, đạ, đ+, đ¿ (n = 4) thì 


œ a a L2) 
] 2 3 4 >2, 








dy tứy tay dạ tap ai Ta 


Lời giải. Gọi vế trái của BĐT trên là M. 














Đi PGI cac. l 


Ta có 


„(Ta h 
đ + dạ 


TH. 


đa +ứy đị +đa 


Than: 
dạ +d| 
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy của ba số 
dương trong từng ngoặc đơn ta suy ra : 
M>3—1+ajP=2+a,.P (2) 
M>3—1-a;P=2—ayP @) 
Nếu P > 0 theo (2) ta được M > 2. 
Nếu P <0 theo (3) ta được Mí > 2. 
Tóm lại M > 2. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ø¡ = đa = Z3 
= a¿> 0. Bất đẳng thức đã được chứng minh. 
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Với phương pháp đã trình bày ở trên, các bạn 
sẽ giải quyết được một cách ngắn gọn ba bài 
toán sau đây. 


Bài 1. Cho sáu số dương x\, xạ, X3, Xạ, Xs, X6 


sao cho trong sấu tổng sau (3x¡++:), 


(@2¿+xs), (Xạ+*x¿), (X„ +Xs), (%Xs ++x), 


(xX +xị) có (x¡ +x;) nhỏ nhất, (x; + x;) lớn 
nhất. Chứng minh rằng 




















Xi 3» %3 sợi 
*a +1 *3 +ử*a *4 tủ*s *s ++*6 
X %, 
=—— Cố nn, 
%1 tửIi ra 


Bài 2. Cho ø e Ñ, nø > 3 và x; > 0 với mọi 








¡= 1, 2,..., n. Đặt 
=. ÄỊ 32 Xn—_| X„ 
XI(X¿+x1s)  X;ạ(%Xs +34) 
Xuất 3112 
X„—] (x„ + 3\) „(XI + +2) 


Chứng minh rằng max(M,N) > 7 


Bài 3. Cho ø e Ñ, n > 3 và x, > 0 với mọi 


¡ = 1, 2,..., n. Chứng minh rằng 











Äị %2 +24 Xụy 
Xạ +Xy  Xs +14 xị +X¿ 
l3 3y viên va) 
4 4\(x¡ 3x; XụT1 Ăn 


Mong các bạn tiếp tục trao đổi. 


VẬN DỤNG HẰNG ĐẲNG THÚC +|A? -|AI VÀO GIẢI TOÁN 


TÔN NỮBÍCH VÂN (GV THCS Nguyễn Khuyến, Đà Nẵng) 


Trong chương trình toán THCS hằng đẳng 
thức A7 =|AÌ có nhiều vận dụng trong các 
bài tập từ đơn giản đến phức tạp. 

Tuy nhiên, khi gặp dạng toán này, nhiều bạn 
thường lúng túng, ngay cả học sinh giỏi cũng 
gặp nhiều sai sót khi trình bày lời giải. Bài viết 
này nêu một số loại toán thường gặp có thể vận 
dụng hai dạng biến đổi căn thức cơ bản sau đây. 


Đưa ra ngoài dấu căn 


MP Á nếu A>0 
A? =|A|= 


—ÁA nếu A<0 

Đưa vào trong đấu căn 
3ï \A?B_ nếu A>0 
-Ý}A?B nếu A<0 


Loại 1. Biến đổi đơn giản căn thức bậc hai 
Thí dụ 1. Đưa thừa số ra ngoài dấu căn 
¬„2 
v9xty? =322|y|=4 2 
-3x?y nếu y<0 
Thí dụ 2. Đưa thừa số vào trong đấu căn 


\2+°y nếu x >0 
-\2+”y nếu x<0 


Một số bạn thường nhầm ở trường hợp 
thứ hai. 


Loại 2. Tính giá trị của một biểu thức 

Thí dụ 1. Tính x|8— 22/7. 

Lời giải. 

v8-2/7 =7-247+1=xJQ7-12 = 
=ÌN?-1l=v?=Lt@w 7-10. 

Có thể đặt J8-2A/7 =a+b^Aƒ7 với các số 


nguyên ø, b rồi bình phương hai vế để tính a, b ? 


Tương tự, hãy tính 4/2002 + 22/2000 - 2/1999. 


3.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


nếu y>0 


x42y = 


Thí dụ 2. Tính giá trị của 
A=3x—1—A4x?—12x+9 với x= 1999. 
A=3x-I1-vx-3*  = 
3x—1—|2x—3|. Với x = 1999 thì 2x - 3 > 0 


nên A = 3x — l - (2x - 3) = x + 2. Lúc đó A có 
giá trị là 1999 + 2 = 2001. 


Loại 3. Rút gọn một biểu thức 
Thí dụ 1. Rú: gọn B = ^|3x— 4 - 2AJ3x — 5. 
Lời giải. Điều kiện x > š: Biến đổi 
B= v3x-5-293x— 5 +1 
= 4Q3x-5 =1 = |W3x—5 - ||. 


se Nếu /3x—-5 -lI>0 hay 43x— 5 >1 hay 
x>2thì B= ý3x- 5 - 1. 


se Nếu x43x-5-l<0 hay x < 2 thì 


B=1-x3x-5. 
X43x—-5-—1 nếu x>2 
1—N3x—5 nếu Š < x<2 


Có thể đặt B = a+bA3x-5 với các số 


nguyên a, Ð rồi tính a, b ? 
Ýx?+4x+4 


Lời - giải. 


Vậy B= 


Thí dụ 2. Rú gọn C = 





|xÌ—2 
2 
Và giá Cá VI Đi với vu: 
|x|—2 lxÌ— 
Lập bảng khử dấu giá trị tuyệt đối 
* =.) 0 
0 x+2 2 x+2 
0 =x—2  -2 x2 





Từ đó tính được 
l nếu x < -2 
C= j-] nếu — 2 < x <0 





+2 __„ : 
2 nếu x > Ú và x # 2 


Có thể đưa mẫu số |x| - 2 vào trong dấu căn ? 
Loại 4. Chứng minh một đẳng thức 


Thí dụ 1. Chứng minh 2^|2+xÍ3 =^J6+^J2 
Œ) 
Lời giải. Biến đổi vế trái : 


=|X6+2|=x6+2 
Vậy 2j2+J3 =vj6 +2. 
Có thể biến đổi V2J4+243 =x/2(/3+1) 


hoặc bình phương hai vế của (*) ? 
Thí dụ 2. 


Chứng minh !6+11 -46- 11 =2. 


Lời giải. Đặt vế trái là A, ta có 

v2A =xJ12+211 —x12-21T 
= \QH1 + ĐỀ —AJQVH —1D2 
= I1 +1|-|M1-1|=2 

Có thể tính A” ? 


Loại 5. Giải phương trình 
Thí dụ. Giải phương trình 


Ýx-2+2VJx-3+\jx-6+6\Nx-3 =3 
Lời giải. Điều kiện x > 3. Biến đổi vế trái 
thành 


ý!z-3+2ýJx-3+l+wx-3+6ýx-3+9 


= 4QWx-3+1) +4Wx-3+3# 
=ÌNx~=3+1|‡|\x-=343| 
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=WNx-3+l+v4x-3+3 
=4+2jx-3>4. 
Vậy phương trình vô nghiệm. 


Loại 6. Tìm giá trị của biến thoả mãn điều 
kiện cho trước 


Thí dụ. Cho M = 4x—1— 9x2 -12x+4. 
Tìm x đểM = 3. 

Lời giải. 

M =4x—1—4|(Gx -2)Ÿ =4x—1—|3x —21 


Xét dấu của 3x — 2 ta tính được 


x+l nếu x>2 


M= 2 
Tx~3nếu x<z 


® Với rã thì 4= 3<©>x+ l=3«©©x=2 
(thích hợp). 


e Với x<ã thì = 3© 7x— 3= 3 ©x= 


xmịc 


(loại vì không thoả mãn x < 2 


Vậy M = 3 khi x = 2. Có thể viết 4x — 4 = 
X9x? —12x +4 rồi bình phương hai vế ? 
Loại 7. Tìm cực trị của một biểu thức đại số 


Thí dụ. Tìm giá trị nhỏ nhất của 


D=41-4x+4x? +44x? -12x+9. 
Lời giải. D = 2| —2x)? ++|(2x—3ˆ 
D=ÌIL-2x|+|2x - 3| >|I— 2x +2x -3| = 2. 


Đẳng thức xảy ra © (1 - 2x)(2x ~ 3) > 0. 
Lập bảng xét dấu 





q-2#2x-3) 


Từ đó 

(1- 2x)(2x - 3)>0 <© ¬. se 
na th 

Vậy GTNN 2Ð bằng 2 với TS 


/ 2 
Các bài tập ở các thí dụ trên có thể còn nhiều 
cách giải khác, trong phạm vi bài viết này, chỉ 


xin trình bày cách giải có thể vận dụng hằng 
đẳng thức A7? =ÌAl và gợi ý một vài cách 
khác. Mong rằng các bạn có thể củng cố, khắc 
sâu và vận dụng thành thạo, linh hoạt khi gặp 
các dạng toán biến đổi biểu thức có dấu căn. 


MỘT SỐ BÀI TOÁN VỀ GIÁ TRỊ TUYỆT ĐỐI 


L. Một số tính chất của giá trị tuyệt đối 
Cho ¿z là số thực, ta có 


a nếua>0 
1) la| = , 
—a nếu a <0 


2) la| >0 

3) |a| =Ì-al 

4) \a? = lal? ; 

5) la|>a> _la| 
6) |a|+Ìb| > Ìa + b 

Chứng minh. Do hai vế của bất đẳng thức 


; la| = a2 


không âm nên (6) tương đương với 
(al+|bD° >(a+b)“ © labÌ>ab. Vậy (6) 
đúng. 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi øb > 0. 
Hệ quả : 


ls4|+|es|+-.. +|e„| >> |&a +a¿ +...+ đ,|. 


7) la +b| > |la| — |bl| - 

Chứng minh. Do hai vế của bất đẳng thức 
không âm nên 

(a+b)ˆ >(lal—Ì|bl)° © ab>-|abÌ đúng, 
do đó (7) đúng. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
ab <0. 

8) la| >|b| © (a + b)(a— b) >0 

9 a>|b| © a>b> -a. 


VŨ ĐỨC (Ninh Bình) 


II. Phương trình, bất "HH2 trình có dấu 
giá trị tuyệt đối 


Thí dụ 1. Giải bất phương trình 
|4x? —3x| <1. 
Lời giải. Ta có Ì4x2 - 3xÌ < 1 
© (4x) — 3x)2 < 1Ÿ 
©(4x)~3x)”~1<0 
© (4x) - 3x + 1).(4xŸ — 3x— 1) <0 
©>Œ&+ 1J4@Ÿ—~4x+ 1&— 14 +4x+ I)<0 
& @ˆ~ 1)(2x — 1)Ê(2x + 1)<0 
©Œˆ- 1)(4x— 1)Š<0 
4x?—1=0 xi= 
c 


x-1<0 2 


 |x| <1. 


Thí dụ 2. Cho số thực a > 1. Giải bất 
phương trình : 


|x2 —2ax + a| > |x2 ssố|- 
Lời giải. Ta có 
lx? —2ax+a|>|x2 -al 


c© œ7 — 24x + da)? > œ7 —a)}Ÿ 
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c© Œœ? _ 2ax + a)? ~0? =„Ÿ >0 

© [Q - 2ax + a) + (x2 ~ a)][@ˆ — 2ax + a) 
-œ“-a)]>0 

© (2x -2ax)(2a — 2ax) > 0 


© -4ax(x - l)(x - a) >0 
© x(x—l1)(x—-a)<0. 


Suy ra nghiệm của bất phương trình là 


x<0 
l<x<a. 


Thí dụ 3. Giải và biện luận hệ phương trình 
sau theo tham số m 
Jx-y|+lx+y|=m đ) 
3 
+" +|y[ =mẺ (2) 
Lời giải. Giả sử hệ có nghiệm (x ; y). Để ý 
rằng nếu xy > 0 thì |x + y| =|xÌ+|y|, còn nếu 
xy< 0 thì |x-y|=lxÌl+|y| nên từ (1) ta có 


m > |x|+|y|. Suy ra 
xÌ +|yŸ = mẺ > x|+|yÙ” = 
= lzÍ + lyŸ + 3|xy|đxl+|y). 


Mà xŸ < |x|Ÿ, nên ta có 


=0 
loi btf20e: l 
y=0 


e Nếu x = Ô thì thay vào (1) và (2), ta được 
m =0 và y=0. 
se Nếu y = Ô thì thay vào (1) và (2) ta được 
m =0 và x =0. 
Vậy nếu hệ có nghiệm thì m = 0 và từ đó chỉ 
có một nghiệm x = 0, y = 0. 
Kết luận : Nếu m z 0 thì hệ phương trình vô 
nghiệm. 
Nếu m = 0 thì nghiệm của hệ là x = 0 ; y = 0 
Thí dụ 4. Tìm m để hệ phương trình sau có 
nghiệm duy nhát - 
|lx+1l+|y—3|= m 
|y+1|+lx~3Ì = m 


36 


Lời giải. Giả sử hệ có nghiệm (xọ ; yQ) ; 

Ta thấy 

|@¿—- x)+1|+|@— yạ)—3I| 

= |3~xa|+|-s —1| 

= |»; +1|+|xo 3| =m 

và |(2— y„) + 1|+ |(2 — xạ) ~ 3| 

_=B~s|+lx,~1|=|x, +I|+ba =3|=em 

Từ đó nếu hệ có nghiệm (x, ; y„) thì hệ cũng 

có nghiệm (2 - xạ ; 2 — yạ). Để hệ có nghiệm 


duy nhất thì hai nghiệm này phải trùng nhau, 
tức là 


Với xạ = yạ = Í ta suy ra 7m = 4. 

Nếu m = 4 thì dễ thấy x = y = l và x = y = 3 
là nghiệm của hệ. 

Kết luận : Không tồn tại m để hệ có nghiệm 
duy nhất. 

II. Bất đẳng thức có dấu giá trị tuyệt đối 

Thí dụ 1. Chứng minh rằng nếu í z# 0O thì 


>2. 








l 
t+— 
D 


Lời giải. Xét hiệu 




















2 

FuIS22 0< cờ vo 

f f ÌrÌ 

2 2 
_. +1-2l| _ dị—Ð Si: 

lrÌ lrÌ 
1 

Suy ra đàn >2. 








Thí dụ 2. Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số 

F(+)=lx—1l+.x—4l+Bx—d+l#x—16l+|5x—25 

Lời giải. Ta có 

FŒ) = (lx— 1l + l2x — 4l + l3x — 9l + l4 — xÌ + 

+ l25 - 5xl + 3lx — 4l 
>Kx—1)+(x—4)+(3x—9)+(4—+)+(5 - 5y)]+ 3lx—4l 

= 15 +3lx — 4l > 15. 


Mặt khác, ta có F(4) = 15. Suy ra minF() = 15. 
Thí dụ 3. Biết rằng đa thức ƒ[x) = a2 +bx+c 
|ƒ@|<1  |ƒCD|<1l và 


có tính chất 


|Z(0)| < 1. 
Chứng mình rằng |ƒ(+)| < : với mọi x  [—l ; ]]. 


Lời giải. Ta có f0) =c ;ƒ)=a+b+c; 
#-l=a-—b +c. Suy ra: 
2a =1) +f—1) - 20); 
2b =fÙ -ƒ(-). 

Thay vào ƒf{z) ta được 


xq = can x) 





+ƒ(0).1-x?)—ƒ(-1): 
1] ta có 





ƒ£œ)=/@): 
Suy ra, với mỌi x e [—Í ; 


—" +x) 


£0.^—* |+|7(0.1—x?) 


CS \ 


|ƒ#@)|< 

















" *) 


= |/0} xua +|ƒ(0}h-+?Ì+|#(—1}} 


tin 2|, |qd-x)| _ 
< TC 2vli~x << = 


lx| 


= 1~x” + (1+z|+ll~xÙ = 


=l—x 2+BÍq+x+1~>) =1- * ? + là 


2 
5 ] 5 
=š-(Id~z] cai 


Vậy |ƒ(*)| số với mọi x e [—1; l1]. 


Thí dụ 4. Biết đa thức ƒ{x) = ax” + bx + c có 
tính chát |f@)Ì < 1 với mọi x e [—l ; 1]. Chứng 
mình rằng 


lai + lbl + lcl < 3. 


Lời giải. Quy ước rằng số 0 có thể mang dấu 
+ hoặc dấu —. 

Xét các trường hợp có thể xảy ra : 

e Nếu cả ba số a, °, c cùng dấu thì 
lai + lbl + lc| = la + b + cl= 1) < 1. 

e Nếu za trái dấu với ở và c thì 

| lư| + lbl + lcl = l-zl + lbl + lc| = 

2/0) -—DI <2WO@I +#—1) <3. 
e Nếu ? trái dấu với z và c thì 


=kLa+b+cl= 


lal + lồl + lcl = lai + l-bl + lc| = la — b + c| = 
W—DI <1. 

e Nếu c trái dấu với z và b thì 

lzl + lö| + lcl = lai + lb| + I—cl = la + b - cÌ = 


J1) - 20) < WI)I + 2IO)|< 3. 
Vậy ta luôn có lai + lb| + lc| < 3. 


Sau khi đã xét các thí dụ trên, mời các bạn 
làm các bài tập sau đây. 


Bài 1. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 
của hàm số Ƒ(z) = lx + 1l + 2lz + 2l — 3lx + 3I. 
Bài 2. Cho đa thức +) = ax” + bx + c có tính 
chất |fx)l < 1 với mọi x e [—l ; 1]. Đặt g(x) = 
cx? + bx + a. 
} 
Chứng minh rằng le(+)| < 2 với mọi x e [—l ; l]. 
Bài 3. Tìm a, b để hệ phương trình sau có 
nghiệm duy nhất : 
2|xÌ+ y=a 
x?+ y=b 
Bài 4. Tìm a, 5 sao cho|2xˆ + ax + b|< 1 với 


mọi x e [—l ; l1]. 
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CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THÚC DẠNG IA|<ø 


NGUYÊN ĐỄ (Hải Phòng) 


Bài viết này để cập bất đẳng thức dạng 


Lời giải. Ta có. 
lAl < ø, trong đó ø là một số, còn A là đa thức 


&: HỘP x2+4y°=1e©sa2+4yˆ—1=0 (3) 
hoặc A là biểu thức đại số có chứa phân thức. nT 
Những thí dụ nêu ra chỉ được giải bằng kiến Kí hiệu x — y = a, suy Ta y = x— đ @4) 


thức thuộc cấp THCS. 
Thí dụ 1. 
Cho dị +aÿ +...+dy = bị +bệ +...+b2 =1, 
Chứng minh rằng 
le +anab; +...+ d„bạ,| <1. 
Lời giải. Đề ý thấy rằng 
(d2 +42 +...+a2(b- +bỷ +...+b}) = 
= (atbi +aaby +...+a„b„)° + (aiby —aabi)” + 


2 2 
+... + (2Ð —asbt)“ +... + (đu, — đ„Bạ—¡)“. 


Bởi vậy (ah, + øsb„ +... + a„b„)” <1. Suy ra 


[at + asb; +... + a„b„| <1. 


HH 


Thí dụ 2. Cho a2 + b2 +c2 =1 vàm”+nˆ=1 


Chứng minh rằng 
lam + bn +c|< A2. 
Lời giải. Bài toán được giải tương tự Thí dụ 
1 khi thay m” +n” =1 bởi m” +nˆ+1=2. 
Thí dụ 3. Chứng minh rằng nếu xˆ + y' = l, 
thì |x + y\ <42. 


Lời giải. Ta có x? + y” > 2xy q) 
1=x?+y? (2) 
Từ (1) và (2) có (x + y)” < 2. Suy ra 
lx + y\ < 42. 
Thí dụ 4. Cho x? + 4y? =1. Chứng minh rằng 
|x~z|< 5i 
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Thay (4) vào (3) ta được phương trình với ẩn 
số x như sau : 


5x? — §ax +4a?—1=0 


A=5 ~4a”. Phương trình trên có nghiệm 
khi A > O hay 5 - 4z” > 0. Từ đó suy ra 


la|< . hay |x — y|< (đpcm). 


Qua thí dụ trên ta thử đặt vấn đề rằng khi 
nào việc chứng minh bất đẳng thức dạng 
l|Al<œ được đưa vẻ tìm điêu kiện để phương 
trình bậc hai có nghiệm. 


Thí dụ 5. Với x, y, z là độ dài các cạnh của 
một tam giác, chứng minh rằng 


z—x l 


`... y 
z+x| 8` 


x+y y+Z 
Lời giải. Trước hết ta chứng minh đẳng thức 
x-y ,y-Z 
x+ ỳ BÀ +Z 


z=x_(Œ-7z)w-zZXx- y) 
z+x (x+y)(y+z)z+x) 
@) 

Kí hiệu vế trái của (5) là A và biến đổi x — y 
=(x—z)— (y—z), ta có 

Äb. Œ+zZ)œx+z)x=z)-@-Z)] „ 

(x+ y)œ+z)( + x) 
+ Ø-ZXx+y(x+z)+Œ-x)@ + y)Q+Z) 
(x+yy+z)Œ +x) 
- Œ-z)W-z)(x-y) 
(x+y)Qw+z)Œ +x)_ 
Đến đây ta thấy (5) đúng, từ đó suy ra 


x— —Z Z—X 
x†+y y+z Z+x 


X—y y—Z Z~x 
x+y y+Z7Z+x 








(6) 





Mặt khác |x - y| < z, 





y-z|<x, Ìz— xÌ < y, 




















bởi vậy 
x—y y—zZ—x xyz 
xtyy+zz+xl @œ+y@+2)@+x) œ 
- Ay .Í Ýxz _ 1 
L <— l ca 
SN: 269 uy T2 @ 


Jz TP (10) 


8 Wty)@+2)G+x) Œ%+y)@+Z)Œ+x) 
Từ (6), (7), (8), (9), (10) suy ra 








x¬y y-z Z—x| Ì 
+ + <<s(đ : 
x†+y y+Z Z+x R VỆCH) 


Thí dụ 6. Chứng minh rằng với mọi x e [—l ;1] 
có bát đẳng thức |ax? + bx + cÌ< h thì 
la| + |b|+ lc| < 4. 
Lời giải. Bài toán này không trực tiếp chứng 
minh bất đẳng thức |A| < œ, nhưng đã sử dụng 


kiện thức có liên quan đến bất đẳng thức đó để 
giải bài toán trong trường hợp phức tạp hơn. 


Thật vậy, với các giá trị x = 0, —l, ] ta có : 
e Với x = 0 thì |c| < h q1) 
e Với x = 1 thì l¿+b+c|<°h (12) 


e Với x=—I thì |ø„— b+ cÌ < h. 


- Từ (12) và (13) suy ra—h <az+b+c<h (14) 


-h<a-b+c<h (15) 
Từ (14) và (15) ta được =h < a + <h (16) 
Mặt khác lại có thể viết (14), (15) như sau : 
-h<a+b+c<h 
h>a-b+c>-h 
Dãn đến |b| < h (17) 
Từ (11) và (16) tacó-h<z+c<h — (18) 
h>c>¬h (19) 
Từ (18), (19) có |a| < 2ð (20) 
Từ (11), (17), (20) ta được 
la|+b| + le|< 4» (đpem). 


ĐÔI ĐIỀU VỀ MỘT PHƯƠNG PHÁP GIẢI PHƯƠNG TRÌNH 
Ở CẤP TRUNG HỌC CƠ SỞ 


Trong các kì thi học sinh giỏi THCS, học 
sinh thường gặp các bài toán giải phương trình 
và hệ phương trình mà cách giải không bình 
thường. Để giúp các bạn tìm hiểu vấn đề đó, bài 
viết này xin bàn đôi điều về một phương pháp 
giải loại phương trình trên. 


TRỊNH VINH NGỌC (Hà Tĩnh) 


Cho hàm số y = ƒíx) và y = g(+x) có 


tập xác định tương ứng là D,, D,. Xét 
phương trình f(z) = g(+) (1) với tập xác định 
D = ĐO Đụ. 
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Nếu 8m nửa 


g(x) <m 
thì phương trình (l) tương đương với hệ 


ƒŒ) =m 
2 
lê =m bu 


Nếu tồn tại x„ e D thoả mãn (2) thì x¿ là 
nghiệm của (1). 

Để giải một phương trình cho trước theo 
phương pháp trên, vấn đề mấu chốt là phải đưa 
được phương trình đó về dạng (1) mà việc tìm 
min ƒ(x) và maxz(x) không gặp khó khăn 
lắm. Sau đây là một số bài toán. 

Bài toán 1. Giải phương trình 

6x—x?~2=|x—1|+|lx—2| + 

+ 2x — 3| + 4x — 13| 3) 

Lời giải. Ta có thể giải (3) bằng cách lập 
bảng xét dấu vế phải của (3), từ đó suy ra 
nghiệm. Song cách này tương đối dài, mất nhiều 
thời gian. 


Áp dụng cách trên ta xét hai vế của (3). 
e Xét vế phải của (3) 
|lx—1|+|x—2Ì|+ÏÌ2x - 3|+|4x -13| > 
lx-1+xz—2+2x-3+13—4x| = 


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x—l, x—2, 


2x-3, lI3-4x cùng không âm hoặc cùng 


không dương. Từ đó tìm được 2<z<. 
©2<x< T- 
e Xét vế trái của (3) 
6x~x”~2=7—x7+6x—9=7~(x—3)”<7 
=> max (6x - xˆ — 2) = 7 và đạt được khi x = 3. 
Do x = 3 e l2: nên phương trình có 


nghiệm duy nhất x = 3. 
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với mọi x e D, z là hằng số 


Bài toán 2. Giải phương trình 

(Rx— 4x7 ~ 1)@2+2x+1)=4G@2+x+ 1) 4) 

Lời giải. Nếu khai triển vế trái của (4) thì ta 
được phương trình bậc bốn đủ, nên khó tìm 
nghiệm bằng kiến thức ở THCS. 

Áp dụng cách trên như sau. 

Vì x= —1 không phải là nghiệm của (4) nên 


t% §x—4x?~1 x°+x+l 


4 2x41 


x?+x+1 


2 


e Xét hàm số y = 
x“+2x+] 


(x # —l). Dễ 


dàng tìm được min y = : đạt được khi x = l. 


2 
3iNINÊ II ST e2 v0 61g) 
4 4 
3 ".. BE * 
= —— _ <— —————————|=-— 
2 (x—]) nh" => max 2 Fi 


đạt được khi x = 1. 


Từ đó phương trình (4) có nghiệm duy nhất 
x=l. 


Bài toán 3. Tìm x thoả mãn phương trình 
-16x'+72x”—81x?+28-16(x-Ax+2)=0 (5) 

Lời giải. Nếu đặt ^Íx — 2 = t >0, thếx=/ˆ+2 
vào (5) thì ta được một phương trình bậc 8. Để 
giải phương trình này phải có kĩ năng phân tích 
đa thức thành nhân tử hay tìm nghiệm đa thức. 
Để áp dụng cách trên đặt /x—2 = r > 0. Khi 
đóx=2+/® và x—xx-2 =x-2-x-2 +2 


=/2—t+2. 


e Xét ƒ) =  — ft + 2 với f e [0 ; +œ) thì 


min ƒ() = T đạt được khi / = 5 hay 
min (x—-wx— 2)=2 khix= 2. 
xe[2;+e) 4 


_ 1e 4 3- ai 
e Mặt khác 16x” + 72x” -8lx”“ +28 z 


16 
Ũ ĐÀ; 7 
ví, ĐÀ [li s22 số : ' : Ề 
n ( 2] + Sm. Dấu bằng xảy ra khi 
= 
_4 
x=0 


Từ đó ta có x = P là nghiệm của phương trình. 


Bài toán 4. Tìm nghiệm nguyên của phương trình 


K.2AN¿-75PchculeE. 
Z5 x ẹ 


Lời giải. Nếu trong ba số x, y, z có đúng một 
số âm hoặc cả ba số đều âm thì “+ + <0 
z M 


nên không thoả mãn phương trình. 


Vì vậy trong ba số +x, y, z thì cả ba số đều 
dương hoặc hai trong ba số là âm, ta có 





A=2„2, 2z _ | „ bIb| „ lzllx 


Xe tê +——¬-+— 
z + y bị dị Dị 
> 3‡ilxl|y|ÌzÌ = 3| xy:| >3. 


minA = 3 đạt được khi |x| = |y| = ÌzÌ = 1. 


Vậy nghiệm nguyên (z; y; z) của phương 
trình là : 


qŒ;1;10;0;-1;-D;C1;—1;Ð;C1;1;-1Ð: 
Bài toán 5. Tìm m để hệ sau có nghiệm x, y, 
z đêu dương : 
x+y+z=Il 
Xxy + yz + zx = 0m 
XỳZ = m 
- Giải. Sử dụng bất đẳng thức Cauchy cho ba 
số dương x, y, z ta có 


1=x+y+z> 33lxyz = 3m —=ms<e (6) 
Ôm = xy + yZ + xz > 3ÄJx?y?z? =3Jm? = 


1 
>n—— 
m> 2 (7). 


` se , __ T] 
Từ (6), (7) phải có mm = 27: 


Ngược lại với mm = m ta thấy ngay hệ đã 


5L 


cho có nghiệm x = y = z = ~. Vậy m = 2 là 


giá trị duy nhất cần tìm. 


Như vậy, vận dụng phương pháp này ta 
không chỉ giải được phương trình dạng căn 
thức, phương trình bậc cao một cách nhanh gọn 
mà còn xét được một số hệ phương trình. Các 
bạn học sinh THCS còn được gặp lại phương 
pháp này khi giải các loại phương trình, hệ 
phương trình phong phú và đa dạng hơn ở các 
lớp THPT. 


BÀI TOÁN CỰC TRỊ CỦA BIỂU THÚC CHÚA DẤU CĂN 


PHAN NGỌC THẢO (Trường THPT chuyên Lê Khiết, Quảng Ngãi) 


Chương I là chương khó của Đại số lớp 9, 
các bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 
có chứa dấu căn thường hay gặp trong các kì thi 

_ tuyển sinh vào lớp 10 và các kì thi học sinh giỏi. 
Dưới đây là một số dạng toán thường gặp và 


một số vấn đề mà học sinh hay sai sót. Trong 
bài này khi nói về giá trị nhỏ nhất (min), giá trị 
lớn nhất (max) của biểu thức P(, y, z) ta 
hiểu rằng các biến x, y, z thuộc tập số 7 sao cho 
PŒ, y, z) có giá trị xác định. 
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A. Cơ sở lí thuyết 


Xét biểu thức P(z, y) với các biến x, y thuộc 
tập xác định 7. Để chứng minh 


min P(z, y) = ø (z là hằng số) với mọi x, y 
thuộc tập 7, ta chứng minh hai phần 

l. P(x,y) > a với mọi x, y thuộc 7. 

2. Có (x,,y„) sao cho P(x„, y„) = 4. 

Chứng minh tương tự với max P(+x,y) = a, 
chỉ cần đổi dấu > thành dấu <. 

Các dạng thường gặp là : 

a) P(, y) = [QŒ, y)]”” + a > a với a là hằng 
SỐ, n e Ñ* Œq) 

Nếu có (x¿,y„) sao cho (x,,y„)=0 thì 
min P(x,y)=ø với mọi x, y thuộc 7. 

b) P(x,y)=-[O(&x,y)+b<b với b là 
hằng số, n e Ñ* (2) 

Nếu có (xạ, yạ) sao cho (xạ; yạ) = 0Ö thì 
max P(+x, y) = b với mọi x, y thuộc 7. 


Ta vận dụng điều trên vào việc tìm GTNN, 
GTLN của biểu thức có chứa dấu căn với các 
chú ý sau. 


1.Ở công thức (1) nếu z > 0 thì 

min 4|P(zx, y) = A4 với x, y thuộc 7. 

Ở công thức (2) nếu P(+x,y) >0 và b > 0 thì 

max -|P(z, y) = 1b với x, y thuộc 7. 

2. Vận dụng bất đẳng thức |a| + |b| > Ìa + b| 

Dấu bằng xảy ra khi ab > 0. 

3. Nếu M > 0 muốn tìm GTNN, GTLN của 
M ta tìm GTNN, GTLN của MỸ. 


B. Bài tập áp dụng 
Bài 1. Tờn GTNN các biểu thức sau với x e ÏÑ. 
1) D=2J(—1996)2 ~ xJ(x — 1997)2 


1 
2) F=————— 
x+Ax+l 
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Hướng dân giải. 

1) D =|x— 1996| + |x ~ 1997| 

Cách 1. Xét các khoảng giá trị của x. 

® Với x < 1996 thì D = 1996 - x + 1997 — x 
= 3993 - 2x > l. 


e Với 1996 < x < 1997 thì Ð = I. 

e Với x > 1997 thì D = 2x - 3993 > 1. 

Do đó D„ịn = 1 xây ra khi 1996 < x < 1997. 

Cách 2. Áp dụng bất đẳng thức 
la|+ Ìb| > [a + bÌ. Dấu bằng xảy ra khi ab > 0. 

D =|x—1996| +|1997 — x| 

> Ìx— 1996 + 1997 — x| = 1. 

Đạïn = 1 xây ra khi (x — 1996)(1997 — x) >0 

© 1996 < x< 1997. 


2F=-~ . Nhận xét:x > 0. 


1 
x+Xx+l 


Cách ï. Vì F <0 nên xảy ra min P 
x» 


>© ma] c© min {x + x+1} 
x>0 x+Ax+1 x>0 


© min{+). 
x»0 
Vì x>0nên min{x} = 0.. 
x>0 


Vậy tF min — 


—l xảy ra khi x = 0. 


Cách 2. <1vì x>0, do đó 


l 
I+vx+1 
... 

1+jx—1— 
Vậy F mịn = —] xảy ra khi x = 0. 
Bài 2. Từm GTLN của biểu thức 


ýx—l+xzWy-2+xyNz-3 


Ke= 
xYyZ 


¬I 


Hướng dân giải. 


— Xx—l +y=2 _vz-3 với 
x y Z 
kiện x > l, y> 2,z > 3. 


K điều 


Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho hai số 


không âm ta được : 


ng 
2+y-2 y 

W= J2@œ-~2) =_—~ 
SểNg lê) 2/2 
=-)mm‹ Tin 


Do đó Kg«<-* 











2x š-T . 
=2*2*2g “1*§*4§} 
2 2/2 2/3 2\L v2 3} 


-3Í**) xảy ra khi 


v2 x3 


Vậy Ẩn 
x=2,y=4,z=6, 
Bài 3. X⁄/ biểu thức 


“S(là do) ,5f12Va), le 


a) Rút gọn P. 

b) Tìm GTNN của P. 

Hướng dân giải. Điều kiện : a > 0, a # 1. 
“... 

d2 +a+l 

b) Vì P <0 nên xảy ra 


a)P=-— 


mịn P © ven bo +z+]1}. Điều này xảy 
0<azl <a 


ra khi a = 0. 
Kết luận : P„mịạ = —l xảy ra khi a = Ö. 
Chú ý : Một số học sinh nhầm lẫn, quên điều 
kiện z > 0 nên đã giải : 
` 1 4 


Da he 2 
#2 4 
4 „, : l 
suy ra Phi = —3 Xây ra khi a= ~3- 
Bài 4. Tìm GTNN của các biểu thức : 
3X 


XI =~ˆ 
b) K=vWx+2(+Vx+1)+vx+2(—-4x+1). 





a H= 


__9~30x+25x? +16—16x? 


Hướng dẫn giải. 
sẽ 5-3x 


vi-xF 
H>©. 


2 
Ta có ⁄° =| n3 = 


wXI-x? 





xác định khi —] < x< l 


25— 30x + 9x” _ 
1—+ˆ? 





la 5x)! 


_ =——+l6>l6. 





2 


l—x l—x 


Vậy H„ạ =4 khi x=2 


b) Điều kiện : x > —l. 


K=Qx+1+Ð +\QWx+1-dỷ 
=|Nx+I+ll+|Nx+1-1| 
= jx+1+1|+|t-x+1| 
>|Nx+1+1+1-Xx+1|=2. 
Kma =2 x+1+1)-x+1)>0. 
Vì Jx+1+1 >0 nên 1-xAx+1>0 x<0, 
Vậy Km¡n = 2 xảy ra khi —1 < x <0. 
Bài 5. a) Cho hai số thực a, b với a < b 
Tìm GTNN của 
=lx—aÌ|+Ìx—b| với x e TR. 
b) Cho n số thực at, đa, ..., a„ VỚI 
đi Sã¿ Š... Sđ„, 
TìmGTNN của S„ =kÈ~ai|+|x—aa|+....+|t~a„ 
với x e lR. 
Hướng dân giải. 
a) Ta phân biệt ba trường hợp : 
e Nếu x < a ta có 
S=a-x+b—x=b-a+2(a-x)>b-úa 
vìa—x>0. 
se Nếu a<x< b ta có 
S=x-a+b—-x=hb¬a. 
e Nếu x > P ta có 
S=b-a+2(x-b)>b-—a (vìx-b>0) 
Vậy Smin =—a xảy ra khi a < x < b. 
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b) Ta xét hai trường hợp : 
e Với n = 2p (chắn) ; p e Ñ*. 
Ta viết 


52p =(x~4i|+|x~,|)*{#~4|+|x~ss¬|)* 


«+ ([£~ág|+|x—4ga|): 
Theo a) ta có 


min (|x= øi|+|x = 4ap|)= 4p —ứi 


khi a; <x< đạp ; 


max (| = 4ạ|+ |* = 4ap—I|) = 22p~—I — đa 


min (|x— #p| +|x = px1|) = px ~ đp 


khi a, <x < đại. 
Vì x € la, ; a,„ị] C.... C [đạ, đạp ¡| C [at, 42p] 
nên khi x e [a ; n1] thì 


min §2„ = (đap — đ|)+(đ2„_¡— đa) +... 
xeR 2p 2p l 2p-l 2 


+ (4+1 —đp) hay 

mìn®%5„ = (đ„ +đan_++..+đ„,i)— 
xeR 2p 2p 2p-I p+] 

— (4| +đa +... + 4n). 

e Với n= 2p + l (lẻ) ;p e Ñ*. 

Tương tự như trên ta viết 

32p+1 =(lš-i|*|x~4ap.il) + 

+ (*- +|+|x- sp|) +. 

+ (*~p|+|x=4p+2|}+|x~ 4p¬1| 
mÌn 52 n+] = (đp + +†đ2p +..+an+2) = 
xeR 

— (| + đa +..+2) 


khi x = a„.¡ (z„„¡ là số hạng đứng giữa trong 
dãy ỚI› đ2;...› đụ). 


Người viết bài này hi vọng làm sáng tỏ một 
phần nào những thắc mắc về các bài toán cực trị 
vốn rất phong phú và phức tạp. 


SUY LUẬN HỢP LÍ TRONG LỜI GIẢI CÓ VẺ THIẾU TỰ NHIÊN 


Khi xem xét lời giải của một bài toán thường 
xuất hiện câu hỏi : Tại sao người ta lại nghĩ ra 
cách giải như vậy ? Có những lời giải xem ra 
thiếu tự nhiên, có phải do sự may mắn trong 
quá trình tìm kiếm cách giải hay chúng bắt 
nguồn từ sự suy luận hợp lí trên cơ sở phân tích 
các giả thiết của bài toán. Sau đây là một vài thí 
dụ minh hoa . 

Thí dụ 1. (Bài T3/255). Chứng minh rằng 
với các số dương a, b, c thì 


5a) & 


5c3 - b3 đ ` —C 


5b)—a° 
bc + 3c? 


zXa+b#c. 
ab + 3b? ca +34 


VŨ ĐỨC (Ninh Bình) 


Dạng bất đẳng thức trong bài toán gợi ý ta 
thử dùng phương pháp đánh giá một hạng tử ở 
vế trái. 

Căn cứ vào bậc của tử (bậc ba) và bậc của 


mẫu (bậc hai) ta có thể dự đoán, có các bất đẳng 
Mà 

thức dạng : si 5 

ab+3b 
3_ p3 S- đi 

ĐC vã <xb+yc và . 

bc+ä3c ca +3a 
Từ đó, cộng theo từng vế của ba bất đẳng 
thức trên ta có vế phải là (x + y)(a + b + c). 
Nếu chọn được x, y sao cho x + y = 1 và các bất 


<Sxa+yb () 





< xc + ya. 


đẳng trên đúng là bài toán giải quyết xong. Ta 
thế y = 1 — x thì (1) trở thành 


5b) _-g° 
b2 





<x.a+(1—x)b. (2) 
ab+3 


Thử các giá trị đặc biệt của ø, Ð ta thấy có 
thể chọn x = —1 thì (2) đúng và dự đoán 

5b) —a° 

ab + 3b? 

Việc chứng minh (3) xin dành cho các bạn. 
Tất nhiên lời giải sẽ bắt đầu bởi một câu có vẻ 
thiếu tự nhiên : "Ta sẽ chứng minh bất đẳng 
thức (3)" €). 

Bằng cách suy nghĩ tương tự, có thể giải 
được bài toán sau. 


<2b—a (3) với mọi số dương a, b. 


Cho các số dương a, b, c, chứng minh rằng 
a2 h pb? c? 
a+b b+c 


(Hãy suy luận hợp lí để tìm ra BĐT 


a? 3a— 


——> 
a+b 4 

Thí dụ 2. Cho các số dương a, b, c 
và g2+b2+c7 = 21, 
a`+b)+c)>81. 

Vai trò bình đẳng của a, b, c gợi ta dự đoán 
dấu bằng trong bất đẳng thức trên xảy ra khi 
a=b=c=3. 

Ta cần tìm một bất đẳng thức thể hiện quan 
2 


a+b+c 
c+a _. 2 











& với a,b >0). 





chứng mình rằng 


hệ giữa a7 +bˆ^+c7 và a?+b°+c). Từ sự 
chênh lệch số mũ của z” và đ” ta nghĩ đến áp 
dụng bất đẳng thức Cauchy cho ba số dương đ', 
a” và hằng số k. Nhưng cần chọn # là số nào ? 
Để ý rằng dấu bằng trong bất đẳng thức Cauchy 
xây ra khi ø = b = c, lúc đó 3a? = 27 = a = 3. 
Do đó ta nghĩ đến thử chọn k = 3 = 27. 

Ta có 22 +2 +27> 3a).4).27 = 9a. 

Tương tự b`+b`+21>9bŸ 

co +c +27>9cỄ., 

Cộng theo từng vế các bất đẳng thức trên 

ta được : 


2(3 +b +c3)+3.27 > 9(a2 + bˆ + c2). 
Suy ra a2+b)+c°) >81, 
Thí dụ 3. Giải phương trình 


4x?+A2x+1+5= 12x. 

Nhờ kinh nghiệm giải một số bài tương tự, ta 
thử chuyển phương trình này thành hệ phương 
trình đối xứng loại hai bằng cách đặt 
X2x+1 =ax+b với tham số a, b nào đó. 

Khi đó, ta có 

4x7 +ay+b+5=12x 
2x+l = (ay + b)Ÿ 

4x? —12x+ay+b+5=0 
a2y? +2aby—2x + b? —-1=0 


Xác định a, b sao cho hệ trên là hệ đối xứng 
loại hai, tức là 
a =2 
c© 
b=34. 


Vậy, nếu đặt 4/2x+l=-2y+3 với điều 


d7 2ab _-2 _ bˆ—I 


4  -12 a b+5 





kiện -2y +3 >0 y <2, ta có hệ 


lM -2y+3+5 =12x 
2x+1=(-2y+3)Ÿ 

2x? —=6x-y+4=0 

lý —=6y-x+4=0 

(2x? ~6x—y+4)~(2y?~6y~x+4)=0 

for 

(x- y)\(2x+2—5)=0 

KP —=6x-y+4=0 


Đến đây việc giải phương trình đã cho không 
còn mấy khó khăn. 

Qua một số thí dụ trên có thể thấy những lời 
giải thiếu tự nhiên cũng nhiều khi là xuất phát 
từ sự tìm tòi, khai thác giả thiết kết hợp với việc 
nhận xét, đánh giá để đưa ra những dự đoán 
hợp lí, rồi chứng minh các bài toán trung gian 
đơn giản. 
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MỘT SỐ CHÚ Ý KHI GIẢI TOÁN TÌM CỰC TRỊ ĐẠI SỐ 


Trong đại số các bài toán cực trị có một vị trí 
khá quan trọng. Đã có rất nhiều tài liệu, sách, 
báo nói về vấn đề này. Bài này trình bày một số 
sai lầm thường thấy của học sinh khi tìm cực trị 
của biểu thức chứa biến và một vài dạng toán 
tìm cực trị đại số. 

Xét biểu thức chứa biến P(+), P(x, y)... Ta kí 
hiệu giá trị lớn nhất của biểu thức P :rên tập xác 
định của biến là GTLN (P) hay maxP, còn giá 
trị nhỏ nhất của P là GTNN (?) hay minP. 


I. Các kiến thức thường dùng 

1) Cho P=A + ðB thì maxP = maxA + maxB 

và minP = minA + minÖ. 
trong đó A và B là các biểu thức chứa các biến 
độc lập với nhau, hoặc nếu A và 8 chứa cùng 
biến thì cùng đạt GTLN (GTNN) tại một giá trị xác 
định x = xạ, tức là maxÁ = A(x¿), max = B(x,) 
thì maxP = PŒq). 


Ì. n A2 si 
2) ChoP= với A > 0 thì maxP = 2ETPED 


3)a) S0” +m>m 


¡=]Ì 


b) M~ 3 `(ƒœy} <M 


1x4: 


~ 
II 


với mọi k6 Ñ,melR,MeR 
4) A >0 thì max(A2) = (maxA)” và 
min(A?) = (minA)”. 
5) Các dạng của bất đẳng thức Cauchy : 


a) gư+b>2ab (a>0,b>30). 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b. 


bì) #3” 39 (px ÙŸ, 
b 


Đẳng thức xảy ra © a = b. 
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HUỲNH VĂN TRỌNG (Bình Định) 


6) Bất đẳng thức Bunyakovski : 
(ax + by) < (42 + b^(xŸ + y?). 


Đẳng thức xảy ra © ay = bx. 

Cần chú ý rằng sau khi tìm được giá trị của 
biến để biểu thức P đạt cực trị cần thử lại xem P 
có đạt cực trị tại đúng giá trị đó không và giá trị 
đó của biến có thoả mãn các điều kiện giả thiết 
không. 

IL. Những sai sót thường gặp khi giải toán 
tìm cực trị đại số 

Bài toán 1. Giả sử hai số thực x, y thoả mãn 
x > y và xy = l. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 
x? + y 

x—y ` 


thức 


`"... 
Lời giải. Ta có A _Ẩ4 †y (x—y) +22 
x-ỳ x-ỳ 


Do x > y và xy = l nên 


a-.@œ-# 
La 





+——=x-y+ 
x=y “ 


Làn ¿ 
À2 HAE A 
¬ 2 


xin M3 2 
x 








Theo (Šb) A = 


x 
>2+ 





—y % 
s” ® 
Vậy A có giá trị nhỏ nhất khi 
Sông ni 2 


=2 
2 x—y 








© (x-y)+4=4(x-—y) 

© Œœ-—y)°—4(x—y)+4=0. 

Giải phương trình được x~ y= 2, mà xy = Ì nên 
(đœ;y)là (+⁄J2:-Í+42)wú-J2:-1-x2) 


“}t2<2+2=3, 





=> minA = 


Bài giải trên là sai. Có thể biến đổi như sau : 
A=xeytr2, =|ST2+ŸŠ lyaýz 
x—y J2 x-y 
Kết quả đúng là minA = 22/2 khi (x, y) là 
(#:,=8-8), 
2 + 2 » 
(48: ý, =ẽ -x8) 
2 Ẻ 2 
Vậy sai lầm của bài giải trên là biến đổi đến 


#\ thì vu IÊXXI / 
(*) thì 2+ 5 


phụ thuộc vào biến x, y. 


không phải là hằng số mà còn 





Bài toán 2. Tìm giá trị nhỏ nhất của 
biểu thức 


P=+x†+2x)+3x2+2x+l. 

Có học sinh đã giải P = @&ˆ + x + >0 
minP = 0. Điều này không xảy ra vì không có 
giá trị nào của x làm cho P(+z) = 0. 

Có học sinh khác đã giải : 

P=zxQG2+2x+1)+22+2x+ 1 

2 
=x'œ+ 1+ 2(x+z] xế > Ị 
=min?P = ˆ 
=g- 

Dễ thấy đáp số này sai vì lúc đó x đồng thời 

bằng —I và bằng 5: 


Cách giải đúng như sau : P = @œ7 +x+ li. 


2 
Vi2+x+l=(x+2) t1» mà xˆ 


+ 1 >0 nên minQỞ + x + I)= 2 e»x= - 


2 
Vậy minP = 3} Ti c© 


Bài toán 3. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 
thức sau với x> 0, y>0. 


P=x-2azy+3y~2Ÿx +1971. 
Có học sinh đã giải như sau : 


P=3|clx ~3ýy)”+(Wx-2)'+(x - 





= minP = =5 Đáp số này sai vì không thể 


x=lvàx=4. 
Cách giải đúng như sau : 
3P =3x— 6lxy +9y —6^Íx + 5991 


=P=1lgr~sjg? Ti 


2 2 


tức là (x; y) bằng (2:4) 


II. Biến đổi một bài toán cực trị 

Khi giải một bài toán cực trị ta có thể quy về 
bài toán gốc đơn giản hơn, hoặc ngược lại từ 
một bài toán gốc có thể sáng tạo ra bài toán mới 
phức tạp hơn. 


Bài toán 1. Cho x, y e ]R thoả mãn điều kiện 


x?+ y = 1. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ 
nhất của x + y. 
Lời giải. Từ (x + y)ˆ = x” + y” + 2xy < 
2@Ÿ + y?) <2 dẫn đến : 
42 


max( + y) = 2 Kha ng” 


2 


và min(x + y) = =2 ©<>x=y= Bi 

Từ bài toán trên có thể biến đổi thành các bài 
toán khác như sau : 

Bài toán 1.1 Cho xˆ +4y? =2. Tìm giá trị 
lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 


s=x+2y. 


4 


Bài toán 1.2. Cho 4x2 +9y? =2. Tìm giá 
trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của S = 2x + 3y 
với x>0,y>0, 

Bài toán 2. Từn giá trị lớn nhất của biểu 
thức A =jJx—2+AJ4—x. 

Hướng dẫn giải. Xét A7 với 2 < x <4. 

Bài toán 2.1. Tìm giá trị lớn nhất của biểu 
thức B = x|x—2.|6— 2x. 

Hướng dẫn giải. B xác định khi và chỉ 
khi 2< x < 3. Áp dụng BĐT Cauchy khi viết 


B=x2Alx-2l3- x. 


Bài toán 2.2. Giải phương trình 


4x-2+44-x=x?—6x+II. 

Hướng dẫn giải. Điều kiện : 2 < x < 4. Từ 
bài toán 2 có x-2+A/4-x <2. Mặt khác 
x°~6x+1l =(Œx-3)Ì+2>2. Suy ra x= 3 là 
nghiệm duy nhất. 

Bài toán 3. Từn giá trị lớn nhất của hàm số 
yzjx—1+ xzjy~2 +xyx'z—3 
XyZ 
trên miền D = {(x, y,z):x>1,y>2,z>3} 

Lời giải. 


ƒ(.y,z) = 





ƒŒ,y,z)= 





vxư-I 
x 


Vận dụng bất đẳng thức Cauchy cho từng 
Cặp số sau : 








<_— 

2 5 
T0 lo bà) uc dc 
2 242 





Đẳng thức xảy ra khi x = 2, y = 4, z = 6. 
Do đó 


max /6y9=2|1*z +] 
(x,y,z)eD “. 2 v3 v43} 


BÀI TẬP 
Bài 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của mỗi biểu 
thức sau : 
xt+ x 
x“—y 


a)A= 





VỚI x > y Và xy = Ì. 


b) B=xtTx2 + xẺ xi, 


c) €=x-24|xy-vx+2y với x >0, y> 0. 
Bài 2. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
P=42x-1.42-x. 

Bài 3. Giải phương trình 


Xxzx-2+4—x =2+4JŒœx-2)(4- x). 


MỘT SỐ SAI LẦM KHI GIẢI TOÁN CỤC TRỊ 


NGUYỄN VĂN HIẾN (GV THCS Quỳnh Châu, Quỳnh Phụ, Thái Bình) 


Giải bài toán cực trị thường đưa về việc tìm 
giá trị lớn nhất hoặc giá trị nhỏ nhất của một 
biểu thức đại số, trong đó biến số lấy giá trị 
trong một tập hợp xác định. Dạng toán này rất 
hấp dẫn nhưng tương đối khó cả về việc tìm giá 
trị lớn nhất (GTLN) hoặc giá trị nhỏ nhất 
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(GTNN) và cả về phương pháp giải. Bài viết này 
xin nêu ra một số sai lầm khi tìm GTLN, GTNN 
của một biểu thức ƒftx) với kiến thức toán ở 
trường THCS bằng cách biến đổi đại số biểu 
thức để đưa về các dạng sau . 


Đang ï. a) Tìm ŒTLN của f(x) khi xét 

fz) < e@) < a với a là hằng số. 

b) Tìm GTNN của +) khi xét ƒ(x) > g(v) > a 
với z là hằng số. 

Đạng 2. a) Tìm GTLN của f+) khi viết 
ƒŒz) = h(x+)+ g(+) với h@) < 0 rồi xét ø(x) < a 
với z là hằng số. 

b) Tìm GTINN của ƒ#ý) khi viết 
ƒŒ)=h(x)+ g(x) với h(x) 3> 0 rồi xét ø(x) > a 
với ¿ là hằng số. 

Làm tương tự đối với trường hợp có hai biến 
số trở lên. 

Bài toán 1. Tìm giá trị lớn nhất của 
biểu thức 


ƒŒ) =S+VI=x~2#Ỷ, 
Lời giải. Cách 1. Biểu thức ƒ(x) có nghĩa khi 
I—x-2xŸ>0<>(+1)(1—2x)>0 
1 


—= | <6 CC 
<©-l<x< 2 | (1) 
Áp dụng bất đẳng thức (BĐT) Bunyakovski 
ta có 
ƒ@)= zz +IAI-z+-5t” 


< " 3Al4“ 4 (xe 2x) 


5 clúf 21) 29 
In -[x+z}*Š (2) 


Từ đó kết luận rằng khi x = = thoả mãn 


(2) và (1) thì biểu thức #x) đạt GTLN là `: 


Nhận xét. Gọi biểu thức cuối cùng của (2) là 


`... ..#ẽ lẠ ð 
(+) thì khi x = 2 có ‹Í ;)*š nhưng 


1 l 3 1 5 
f(~3)=~4+Vl=3 <#|~5)=3 
Sở dĩ có điều này vì dấu bằng ở BĐT 


Bunyakovski xây ra khi x1 — xT— 2x7 =2x. 


4.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


Giải phương trình này với x > 0 được 


1—x—2x⁄=4x? ©œ6x?+x—1=0. 


Phương trình có hai nghiệm xị =¬g và 
| 


] `. 
X2 =. nhưng +xị m0 TU nên bị loại, còn 


Hà (3) =ễ < ẫ: Vậy theo cách trên không tìm 


được GTLN của ƒf+). 
Cách 2. Áp dụng BĐT Cauchy ta được 


Ị 1+(I—-x-2x2) 
( x—2x )< 2 


Do đó ƒ@&+) <1 -xˆ <1 (3) 

Từ đó kết luận rằng khi x = 0 thoả mãn (3) 
và (1) thì biểu thức ƒx) đạt GTLN là 1. 

Nhận xét. Trong (3) đặt g(&) = 1 — x” thì 
ø(0) = I. Dấu bằng trong BĐT Cauchy xảy ra 
khi l~x— 2xŸ= 1 © x(2x + l) =0 suy ra xị =0 
VÀ xạ = = 

523G 2 s 
l 3 l 5 "HH 
Vì /{-3) = 4 < ⁄(-3) = Ậ —> %2 bị loại. 
Ta đã gặp may khi ƒ#O) = g(0) = 1, nghĩa là 


hai dấu bằng đồng thời xảy ra trong (3), và cách 
giải này chấp nhận được sau khi tính được ƒ{O) = l. 


Bài toán 2. Tìm giá trị lớn nhất của biểu 


thức 
ƒ@)=3—2x+\5—~xˆ+4x. 
Lời giải. Cách I. Biểu thức ƒ{x) có nghĩa khi 
5—x”+4x>0€©(x+ 1)(5 —x)>0 
#1 <xvs5 (4) 
Áp dụng BĐT Cauchy ta được 
ƒŒœ)=3~2x+x|I(Š— x? +4x) 


X 
2 E5 


<3-2x <s6_ @) 


2 
Biểu thức g&) = 6— S đạt GTLN là 6 khi 
x=0 và x =0 thoả mãn (4). Từ đó kết luận 


rằng GTLN của ƒ+) là 6. 
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Nhận xét. Kết luận này không đúng vì 
ƒ(0)=3+^AJ5 x5,23<6. Sở đĩ có điều đó 
vì dấu bằng ở BĐT Cauchy xảy ra khi 
5T=x °+4x=l©4—-x7+4vx=0«©(x~— 2)” =8. 
Phương trình này có nghiệm xị = 2-— 24/2 và 
xạ=2+2A2, lúc đó ƒ(2-2/2)=4.'2 
5,65 và ƒ(2+2AJ2) = -4AJ2 >x -5,65. Như vậy 


z2) không thể đạt giá trị là 6 vì hai dấu bằng 
trong (5) không đồng thời xảy ra. 


Cách 2. Áp dụng BĐT Bunyakovski ta được 


ƒŒ) =—1+(-2)(+x~2)+3J1(5 — x2 +4x) 
< ~1+4+1al(+2 -4x +4)(5 — x2 +4x) 


= -l1+A45 =3\/5 —1 ~5/71 (6) 
Đẳng thức xảy ra trong (6) khi 


(-2)5— x2 +4x =x—2. 
Giải phương trình này với x - 2 < 0 được 5x" 
~ 20x - l6 =0. Phương trình có hai nghiệm là 


6⁄5 


XỊ ch SU (loại vì xị > 2) và xạ =:." 
+ —0,68, nghiệm này thoả mãn (4). 
6x45 
Vậy GTLN của #2) là ƒ _" =3.5~1. 
Nhận xét. Cách giải ở đây là áp dụng BĐT 
Bunyakovski để sao cho biểu thức trong căn 


không còn biến số x. Có thể vận dụng BĐT 
Bunyakovski để giải bài toán 1 bằng cách thay 


L h r ), 


Bài toán 3. Từm giá trị nhỏ nhất của biểu 


2 bởi - 


thức ƒ(x,y) = 4x” +4y? -4xy~3x. 


30 


Lời giải. Cách I. Biến đổi như sau 
ƒ(x„y)=x? -4xy+4y?+2x?—~4x+2+x?+x~2 
= (x-2y)?+2(x—ÚŸ +x?+x—2 


2 


> x“+x-—2 Với mọi x 


@) 


2 
| 9_ 9 
Vì g(x)=x“ +x—2 x1? 1 2 (8) 


khi x = = nên kết luận rằng ƒf(x, y) có giá trị 


nhỏ nhất là -Š khi xeng và x— 2y=0> 

Khung 
lê VI 

Nhận xét. Dấu bằng xảy ra ở (7) khi x = 2y 
và x = 1, còn dấu bằng xảy ra ở (8) khi x = ~5) 
như vậy hai dấu bằng xảy ra không đồng thời 
nên ỐTNN của g(+) không phải là GTNN của 
ƒ, y). 

Cách 2 

ƒ(x,y) = 4x? +4y?=4xy—3x = 

= 4y? =4xy+x?+3(x? — x) 


2 
= (2y-xŸ# -2) “... 
= (2y—x) r3[a 2 223 


Đẳng thức xảy ra khi x = 3 và y= h 


l1 3 
lúc đó ƒ|~,~|=-*Š 
bay ¿ Ệ 1) 4 

Các bạn hãy giải các bài tập sau đây và nhớ 
là đừng sai nhé ! 
Bài 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 


ƒœ)= --3+2z—x, 


Bài 2. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 


là GTNN của f+, y). 


ƒ(x,y)=—5x?=2xy—2y? +14x + 10y —]. 


MỘT SỐ LƯU Ý KHI GIẢI BÀI TOÁN 
TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 


Có nhiều phương pháp giải bài toán tìm giá 
trị lớn nhất (GTLN), giá trị nhỏ nhất (GTNN) 
của một biểu thức. Một trong những phương 
pháp có hiệu quả là dùng các bất đẳng thức 
quen thuộc. Nhưng cũng chính phương pháp 
này dễ gây ra những sai lầm, nếu không nắm 
vững bản chất của nó. 

Xét ví dụ sau đây (Báo Toán học và Tuổi trẻ, 
tháng 2.1980). 

Bài toán 1. Biế? rằng x + y + z = Ì và x, y, z 
dương, tìm giá trị lớn nhất của 

Š$ = xyz(x + y)(y +z)(Z + x). 
e Lời giải trong số báo trên như sau : 


z+(x+y)324z(x+y) 


x+(y+z)>2/>(+2) q) 
y+(Zz+x)> 2Œ +x) 
Nhân theo từng vế ta có 
1> 8Jjxyz(x + y)(y +z)( + x) (2) 


An 
_ 64 

® Nhận xét. Cách giải trên cho đáp số sai vì 
điều kiện xảy ra dấu bằng của các bất đẳng thức 
đã dùng không đạt được đồng thời. Cụ thể : 


Từ đó se — Ấn 


s= ¬ đạt được khi và chỉ khi 
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Zz=x+y 

y=x+z x=y=z=0 
x=z+y ©4x+y+z=I 
x+y+z=l *,y,Z>0 
x,y,Zz>0 


Như vậy không tồn tại (x, y, z) để tại đó 
1 


` ' Dj để không thể kết luận Š„.. = q 


64 
e Lời giải đúng bài toán trên. 
Với x, y, z > Ô ta có 
Š$ = xyz(x + y)(y +z)(2 + x) 


< #2} +y)(y+z)(z+*) 


LÊ VĂN TIẾN 


= ứ +y)(y+z)Œ + x) 


2651001 0á 0) _— 8. 
Bếny, 3 —_a72` 
Vậy S<-— ~ 
27 
+y+z=l, 
với mọi x, y, z thoả mãn R HO 
x,y,z>0. 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
x=y=z 
+y=y+zZ=z+x 
x+y=y+zZ=z `... 
x+y+z=l 3 
x,y,z>0Ũ 


| 
AT 

Nhắc lại định nghĩa max ƒ(x,y,..,z) và 
min x, y,..., Z). 


1. Định nghĩa. Nếu biểu thức ƒQ&, y,...., z) 
VỚI x, y,..., z xác định trên tập hợp D, thoả mãn 
hai điều kiện sau : 

1) ƒ. y,.... z) SA (hay ƒ%, y,..., z) > B) với 
mọi x, y,..., z  D với A (hay Ö) là các hằng số 

ii) Tồn tại ít nhất bộ giá trị (xo, yạ„.... Z¿) với 
Xọ› Yos-... Z„ € D sao cho ƒx„, yọ,..., Z„) = A (hay 
fXo› Yo» ---› Zo) = B) 
thì A được gọi là giá trị lớn nhất của ƒf+, y,..., z) 
trên D (hay B được gọi là giá trị nhỏ nhất của 
⁄. y...., z) trên D). Khi đó ta kí hiệu : 

maxƒ= A ; min ƒ= Ö, 
hay max = Â ; Ímịn = B- 

2. Một số chú ý 

a) Nếu không chỉ ra được bộ giá trị (xạ, yọ, 
.«ò„ Zo) để ƒ{Xo, Yọ, .... Zo) = A, thì không khẳng 
định được max ƒ= Á, mặc dù có ƒ(+x, y,..., z) < Á 
với mọi x, y, z e D. Khi đó ta phải tìm một cách 
giải khác. 

b) Bộ giá trị (xạ, yọ,.... Zo) để q, yọ;.... Zo) = A, 
thường được tìm bằng cách áp dụng điều kiện 


: 8 : 
Kết luận : S.ax xa] đạt tại x=y=z= 
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xảy ra dấu bằng trong các bất đẳng thức đã 
dùng. Chẳng hạn : 
e Bất đẳng thức Cauchy : 


đi +aa +...+a„ 2n tÌ4)42...d„ 


với mọi 4, > 0, (= 1,2, .... n). Dấu bằng xảy ra khi 
và chỉ khi ai = a; =... = đ„. 
e Bất đẳng thức giá trị tuyệt đối 
la+ b| < la| + |» 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ab > 0. 

c) Trong các bài toán dạng cực trị có điều 
kiện nếu chỉ chú ý đến điều kiện xảy ra dấu 
bằng của các bất đẳng thức đã dùng, mà không 
kết hợp điều kiện ràng buộc của bài toán thì dễ 
mắc sai lầm. 

đ) Trong định nghĩa trên, A và B phải là các 
hằng số. 

Thật vậy, xét bài toán sau đây. 

Bài toán 2. Cho x, y, z > 0. Tìm giá trị lớn 
nhất của ƒx, y, z) = xy2(x + y)(y + z)( + x). 

e Xót lời giải. Với mọi x, y, z > Ö ta có 


6 
fGya<[ XE} E+G+))+O +2) 1G +3) 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
xX=y=z=xty=y†+Z=Zz+x 
x,y,z> 0 


tức là x=y=z=0. Khi đó vế phải của bất 
đẳng thức bằng 0. Suy ra ƒ(x,y,z)<0. Vậy 
ƒŒ,y,z)=0 khi x=y=z=0 () 

e Nhận xét. Cách giải trên mắc sai lâm ở chỗ 
là đã sử dụng một mệnh đề sai sau đây : "Nếu 
ƒŒ, y, 7) € 8ŒXọ, Yọ; Zo) VỚI mọi x, y, z € D và 
ƒŒe.Yo›Zo) = 8ŒXo› YosZo) = Á ÿ Xo Yo Z € D 
thì f+x, y, z) <A với mọi x, y,z e Ð". 

Để bác bỏ mệnh đề trên, ta có thể xét phản 
thí dụ sau. 

Bài toán 3. Cho f@œ) = x” ; g@x) = 2⁄Ở. Tìm 
GTLN của ƒ@). 
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e Xứ! lời giải sau : ƒx) <S g(x), với mọi x e ïR. 
Dấu bằng xảy ra khi f0) = g(0) = 0, từ đó suy ra 
#2) <0 với mọi x e RR. 

e Nhận xét 

Điều này sai vì fÄx) = xŸ > 0 với mọi x e R. 

e) Khi áp dụng nhiều lần các bất đẳng thức, 
chẳng hạn sử dụng cả hai bất đẳng thức sau : 

ƒŒ, y,...,z) < g(x,y,...,Z) < A 
thì ƒŒ,y,...,z) = A 


cố MEMAY" = 8&(X, y,..., Z) 
gŒx,y,...,Z) = Á 


Œ®) 


© Điều kiện xảy ra dấu bằng của BĐT bên 
trái của (*) được thoả mãn và điều kiện xảy ra 
dấu bằng của BĐT bên phải của (*) được 
thoả mãn. 

Nếu chỉ xét điều kiện để dấu đẳng thức xảy 
ra của một trong hai bất đẳng thức đã dùng thì 
có thể mắc sai lầm như trong bài toán sau. 

Bài toán 4. Cho hàm số 


l 


y =(€osx +sin x)” +— 5 
SI" XCOS xXx 


Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất tại giá trị nào 
của biến số x ? 
e Xét lời giải sau : 


M -(%sm(z+‡)} _—=—- 


4 sin” 2x 





> -2N 2ˆ 


4 
2 


sin“ 2x 


>-2N2 +4. 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi sin72x = I 


œx=‡+7+kz (ke Z) 


= Vmịn =-2V2 +4 khi x=+ + kZz Œ) 


lãi 
4 


e Nhận xét. 


Khi x =~2 ta có 


3 

. +4=4#-22+4. 
2 2 

Mâu thuẫn với kết luận trên. 


Nguyên nhân sai lầm là do ta chỉ xét điều 
kiện cho dấu bằng cuối cùng xảy ra, mà bỏ qua 
điều kiện cho dấu bằng thứ nhất xảy ra. 


® Lời giải đúng 


L2 
sin| x+— |=-Ì 
y=-2J2+4< L :) 


sin? 2x = I 
x= +2km 
©S$|x=-—+kz 
x=.+Rz 
Sz 
œ®x=-=T+2kz (k e 2). 


Vậy ymịn =—2A2 +4 đạt tại x= ST +2ke 


f) Đối với trường hợp khi fx) = ø(+&) + bh(Œ) 
và g@x) < A, h() < B) (hoặc g() > A, h(x) > B) 
thì cần chỉ ra trực tiếp giá trị xạ để ƒ(x¿)= A+B 
là đủ để kết luận maxƒ(x)=A+ (hoặc 
min ƒ(+) = A + B) như ở bài toán sau. 

Bài toán 4. Từm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ 
nhất của hàm số 

y = cos x(1 + 2cos2x). 

Lời giải. y = cos x + 2cos xcos2x 

= COS x + COS x + COS3x = 2COS x + COS 3x. 

Do -l<cosx<Íl và -l<cos3x<1l thì 
=5<y<5. 

Mặt khác khi x = 0 thì y = 5, khi x = z thì 
y=-5. 

VẬY Ymạx = Š VÀ Ymịn = ~Ố. 


GIẢI TOÁN BẤT ĐẲNG THỨC VÀ CỰC TRỊ 
DỰA VÀO PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 


HOÀNG HẢI DƯƠNG 


(GV THCS Chu Mạnh Trình, Văn Giang, Hưng Yên) 


Trong chương trình toán THCS, các bài tập 
về bất đẳng thức (BĐT) và cực trị luôn là những 
bài toán khó, gây lúng túng cho nhiều học sinh 
bởi vì kiến thức toán THCS rất ít đề cập trực 
tiếp đến vấn đề này. Bài viết này trình bày một 
số bài toán chứng minh BĐT và cực trị dựa 
vào dấu hiệu có nghiệm của phương trình (PT) 
bậc hai. 


MỘT SỐ BÀI TOÁN CHỨNG MINH 
BẤT ĐẲNG THỨC 


Bài toán 1. Giả sử cho ba số thực a, b, c thỏa 
mãn các điều kiện : a > 0, bc = 2d7, a+b+c= 


abc. Chứng minh rằng a > \ su - 
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Lời giải. Ta có : be = 2d” và b + c = abc — a 
= 2œ” ~ a. Theo hệ thức Viète thì b, c là nghiệm 
của phương trình 

Tác (24) — g)x + 2a?= 0. 
2 








PT có nghiệm khi A = a (4a! — 4a” - 7) >0 
d2 > Đi kết hợp với ø > 0 được 
a> . 


Bài toán 2. Giả sử ba số thực a, b, c thỏa 
a®+b°+c?=2_ () 
ab + bc + ca=] (2) 


Chứng mình rằng -4< a+b+c<4. 


mãn các điều kiện : | 


Lời giải. Từ (1) có aˆ + bˆ + c°Ề+2=4. 

Kết hợp với (2) được 

dˆs£b “63 2(ab + bc + ca) = 4 

©œ(a+b+c)°=4œa+b+ec=32. 

Trường hợp 1. Nếu a + b + c= 2. Kết hợp 
với (2) có be = 1 — a(b +e)= (a— LỂ. 

Theo hệ thức Viète thì 5, c là nghiệm của 
phương trình xÌ+ (a— 2)x + (a— llx =0. 

PT có nghiệm khi A > 0 > ¿(4 - 3z) > 0 

=> 0< <Š. Tương tự 0 < b, c < š do đó 
0<z+b+c<4 nhưng đẳng thức không thể 
xảy ra nên Ö < ø¿ + +c <4. 

Trường hợp 2. Nếu a + b + c = ~2. Xét tương 
tự trường hợp l có 4< a+b+c<0. 

Kết hợp cả hai trường hợp ta có đpcm. 

Bài toán 3. Cho các số a, b, c thỏa mắn 
(a+c)(a+b+c)<0 @) 
Chứng mình rằng (b —c)” > 4a(a +b + c) (4) 

Lời giải. ï) Nếu a = ÔÖ từ (3) có c(b + c) < 0. 
Nếu b = c thì 2cŸ < 0, điều này không xảy ra. 
Vậy b#c>(b— c} >0. 

2) Nếu a z 0. Xét tam thức bậc hai 

ƒÒ= ax? + (b—c)x+a+b+c,có 

ƒ@)=a+b+c, f_-l= 2(a + c). 
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Từ đó ƒ{0)/{(—1) = 2(a + c)(a + b + c) < Ö nên 
phương trình +) = 0 có hai nghiệm phân biệt 
=>A=(b—c)`—4a(a+b+c)>0>(b— c`> 
4a(a + b + c) (đpcm). 

Bài toán 4. Giả sứ phương trình 
ax” + bỂ +cx + d=0 (a #0) (5) 
có hai nghiệm khác nhau là xị, xạ. Chứng mình 


4ac - b? 


> 
rằng XịXạ 3 2 
4a 


Lời giải. Vì xị, x; là nghiệm của (5) nên 
ta có 


at +bx? +cx +<=0 
ax) + bà2 +cx¿ +d=0 
Trừ theo từng vế của hai đẳng thức trên được 
azxŸ _ „) + b(z‡ — bà) + cŒ — x;)= 0. 
Vì xị # x; nên 
đŒxị + xì: + bŒxị + x;) + cT— axix¿ = Ö. 


Ta nhận thấy : x¡ + x; là nghiệm của phương 
trình bậc hai 
at? + bi +c— axix¿ =0. 
Để PT này có nghiệm thì 
A=bˆ- 4ac + 4a xx; >0 


qc 


2 
> *IX2 > he HẢi (đpcm). 
4a 


MỘT SỐ BÀI TOÁN CỰC TRỊ 
Bài toán 5. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị 


2x? +4x+5 


x°+1 


nhỏ nhất của biểu thức a = 


Lời giải. Biểu thức nhận giá trị a © phương 


2x? +4x+5 


x+l 


trình a = (6) có nghiệm. 


Do x7 + I>0Onên 
(6) © x?(a - 2) - 4x +a— 5 =0 () 


7) Nếu a = 2 thì (7) có nghiệm x=~ 2. 


2) Nếu a z2. 

PT (7) có nghiệm <> A' = 4 - (ø -2)(z—5) > 0 

©a?-7a+6<0{«>l1<a<6(a#2). 

Với a= I thì x= ~2. 

Vũiaccueee: 

2 

Kết hợp cả hai trường hợp l và 2, ta có : giá 
trị nhỏ nhất (GTNN) của z là 1 khi x = -2, giá 
trị lớn nhất (GTLN) của ø là 6 khi x =5 : 

Bài toán 6. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị 
nhỏ nhất của biểu thức b = 2x” + Axy + 5yˆ, biết 


rằng x” + y? = a với a là hằng số lớn hơn hoặc 
bằng 1. 


Lời giải. Vì a > Ï nên có 


b— 2x? +4xy+ 5y? ` 2x7 +4xy+5y? 


ở ở x2+y2 
Ỷ b 
JNếu y=0> — =Z. 
2 
4 
2) Nếu y# 0 đặt = Ý thì nh họ, 
ỳ £+l 


Theo bài toán 5 điều kiện để PT ẩn ¿ trên có 
nghiệm khi 1 < ˆ<6 nên ø < b < 6a (vì a> ]). 


Từ đó suy ra biểu thức b có GTLN là 6z khi 
= © y = 2x hay khi (x, y) lấy giá trị 
y 


lŸ 2| Lễ -2Nl5a 
5 


"TỶ. ẪC 











|a»sena 


là a khi “ = -2 ©x= -2y hay khi (x, y) lấy 


y 
giá trị C= _ ' r#” *] 
ĐỊT ng ah ; —s 








h) hị 


Bài toán 7. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ 
. 3 7 
nhất của biêu thức c = 2Nx + 2vl —x+ 2° 


Lời giải. Điều kiện : 0 < x < 1. Đặt z =Vx, 
y= V1—x thì z”+ y” = 1 (8). Ta cần tìm GTLN 
và GTNN của đ = 4z + 3y với 2c = đ + 7. Điều 
kiện : 0< z <1,0< y<1 và0<ä<7. 


Thay 9y = (4 — 4z)” vào (8) được 


25z” — 8dz + đ”~ 9 =0. 
Để PT này có nghiệm z thì A >0 = đ” < 25 
=>4<5. 


e GTLN của đ là 5  GTLN của c là 6 và 
.._. 4d 4 _ 2_ 16 2 
đạt được khi z = 255 =x=zZ= 25 (thỏa 


mãn 0 < x< ]). 


® d=4z + 3y >2.J12yz . Đẳng thức xảy ra khi 
1 


4z = 3y. Thay vào (8) tính được z ` vs, 


xe= (thỏa mãn 0 < x < l1). Lúc đó 


Kia 
400 


2 ` 9. 6 
GTNN của ¿đ là Ti 


4I 
T0 =4.,1. 


Với cách sử dụng điều kiện có nghiệm của 
phương trình bậc hai, các bạn hãy làm tiếp các 
bài tập dưới đây. 


= GTNN của c là 


BÀI TẬP 
Bài 1. Chứng minh rằng 3x + 4xj1— x? < 5. 
Bài 2. Tìm GTLN và GTNN của biểu thức 


Xx—-l-242-x+3 
Nx-1+242—x +1. 


Bài 3. Tìm GTLN và GTNN của biểu thức 


1 .. 
x+,lx?+— với x>0. 
x 
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TÌM CỤC TRỊ MỘT BIẾU THÚC BẰNG NHIỀU CÁCH 


NGUYỄN NGỌC KHOA 


(ŒV THPT Huỳnh Thúc Kháng, Sơn Tịnh, Quảng Ngãi) 


Việc giải toán bằng nhiều cách vừa giúp rèn 
luyện kĩ năng, vừa phát triển tư duy trong học 
toán. Nó đòi hỏi người làm toán phải nhìn bài 
toán theo các góc độ khác nhau, biết vận dụng 
các kiến thức phù hợp với từng tình huống. Ta 
thử xét việc tìm giá trị nhỏ nhất (GTNN) và giá 
trị lớn nhất (GTLN) của một số biểu thức với 
biến số thực dưới đây. 

Bài toán 1. Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn 


x?+4V2x+3 


x?+Í 


nhất của biểu thức 


Lời giải. Biểu thức này có dạng một phân 
thức mà tử và mẫu đều là tam thức bậc hai một 
biến số. 

Cách 1. Chuyển về xét cực trị của phân thức 
mà tử là nhị thức bậc nhất rồi so sánh giá trị của 
tử và mẫu 


"““... , 
x?+l x?+l 
s. 442x+2 
=Ì.‡z VỚI Z= 
xÝ +] 


Vì x +1 >0 với mọi x nên GTLN (z2) đạt 
được khi tử thức dương và GTNN (z) đạt được 
khi tử thức âm. Xét ba trường hợp sau. 


a) Với 4A2x+2 ` =- thì z= 0 


=>y=l. 
b) Với 4VJ2x+2 >0 œx> = thì 
ta chuyển việc tìm GTLN (y) về tìm GTLN (z). 


Ta so sánh giá trị của tử thức và mẫu thức 
nhờ áp dụng bất đẳng thức : 


@Øx #112221 
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Từ đó 
_ 24N2x+2) _ 42\2x+I) 
2Ù“ 1:1) 2x?+1+l 
‹ 42ý2x+1) _ 
Ñ _x.m.N 
* 4 Là . 2 24 
Đăng thức xảy ra khi x SN: lúc đó 


GTLN @y)= 1 +4=5. 


c) Với 4J/2x+2 <0«©>x< =2. Xét tương 


tự trên, từ x” + =(@2+2)~ 1> -2N2x -1= 
-(2Ä2x +1) >0 có z „ 22V2x+Ð sờ, 
° “2Wxx+Dp 


Đẳng thức xảy ra khi x =- V2, lúc đó 


GTNN @)= 1 +(-2) =-1. 
Cách 2. So sánh giá trị của tử thức và mẫu 
thức bằng cách sử dụng BĐT Bunyakovski 


Từ @Ê + LÝ =(1 - x2” + (2x) dẫn đến 
q—x?+ 2A2.2x# 
< (+(27 )(d —x?22 +(xŸ] 


=lI—x?+ 4V2xl <3 + l). 


4 
Ta có y= DIP  - EmEo hoi Lệ -_x + V2 
x +1 
Đúc +4 2* tà lj<3 
x?+l 


hay -3 <f<3, suy ra -l < y<5. 


1= _ 2# 
1 2/2 


2x? + A2x~2 = 0. Giải phương trình này ta 


Đẳng thức xảy ra khi 





2 
xạ= —2 ứng với GTNN (y) =-]. 

Cách 3. Chuyển về xét điều kiện để phương 
trình (PT) bậc hai có nghiệm. Với mỗi giá trị 
+o ta có giá trị yạ của biểu thức thỏa mãn 


được: xị = ứng với GTLN (y) = 5 ; 


E x2 + 42x, +3 
x2 + 
=ử b/m 1x2 = 42x, +yca—-3 = 0. 
Có thể coi x„ là nghiệm của PT 
1x —4A2x +y¿—3=0 
trong đó yạ là ham số. Ta thấy yọẹ = 1 © 


Xe= =C (1). Nếu y„ # 1 thì điểu kiện để 
PT bậc hai luôn luôn có nghiệm là 


A = —y¿ +4y, +5 >0 © Ơ— 5)(1 + yạ) <0 
© —l < y¿< 5. Dễ thấy y¿ = —1 © xạ= -2 


VÀ yy = 5 © xạ = : (2). Từ (1), (2) suy ra 


GTNN 0y) = -1 khi x= - V2 và GTLN (y) = 5 


v2 
khi x= ——. 
lx =5 
Bài toán 2. Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn 
nhất của biểu thức SH ng 
x“+y “+7 
Lời giải. Đặt z Tá hi Biểu thức này 
x“ứ+y “+7 


có dạng một phân thức mà tử là hàm hai biến 
bậc nhất và mẫu là hàm hai biến bậc hai. Có thể 
giải bài này tương tự cách 1 và cách ba nói trên. 
Cách 1. Mẫu thức xˆ + y” + 7 > 0 với mọi x, 
y nên GTLN và GTNN của z tương ứng với giá 
trị dương và âm của tử thức. Xét ba trường hợp : 
a) Với x + 2y + 1 =0 thì z =0. 
b) Với x + 2y + I >0. Ta có BĐT 
G2+l1)+@ +4)+2>2x+4y+2>0. 


Từ đó 
_x†+2y+l - x+2y+] 
3y 7T x vl4y +4+2 


x+2y+] | 


Š2qœ+2y+D 2 
Đẳng thức xảy ra khi x = 1, y = 2, lúc đó 
GTLNG) = 5 
c) Với x + 2y + 1 <0. Ta có BĐT 
(25xˆ + 49) + (25y? + 196) ~ 70 
> (_70x) + (—140y) - 70 =~70(x + 2y + 1) > 0. 
Từ đó 
_ 25%x+2y+l) hã 
25(x7 + y? +7) 
25x+2y+1) 
25x? + 49 + 25y? + 196 — 70 


25x+2y+]) _=. 
— =70x+2y+l)  14` 


Đẳng thức xảy ra khi x =. y =— lúc 


đó GTNN @=-=. 


Cách 2. Chuyển về xét điều kiện có nghiệm 


của PT z=-Š TT 
x“+y +7 
©z-x+zy `—2y+7z—1=0ˆ (3) 


trong đó x là ẩn số, y là /hzm số tày ý, còn z là 
tham số có điều kiện. Xét hai trường hợp : 


a)z=0>>x+2y+]1=0. 


b) z z 0 thì PT (3) luôn có nghiệm x khi biệt 
thức không âm : 


l — 4z(zy” — 2y + 1z ~ 1)>0 
& -4z?y? + 8zyT— 28z” + 4z + 1 >0 (4) 
Coi (4) là bất phương trình ẩn y, BPT này 
xảy ra với mọi giá trị y khi 
16z” + 4z2(—28z + 4z + 1)>0 


2 —5 l 
và > _=<« z<c— 
«<© -28zZ“ + 4z+5>0—> 14 zXz- 


Sĩ 


Khi z nhận các giá trị này thì đẳng thức xảy 
ra ở (4) và ở (3), khi đó y = bo v2. 
Z 2z 


Vậy GTLN (z) = 3 khi y= 2 và x= l1. 


cày ST 
5 "v 
Các bạn hãy rèn luyện giải các bài tập dưới 
đây bằng nhiều cách. 


GTNN ()= — khi y= 


Bài 1. Tìm GTNN, GTLN của biểu thức : 
x2 +4x 
+2+2x+2) 
Bài 2. Tìm GTNN, GTLN của biểu thức 
x'+ ụ + 412xy +4 
x # y† +2 
Bài 3. Tìm giá trị m, n để biểu thức 


x? +mx+n 


x+] 


đạt GTNN là —1 và GTLN là 5. 


SỬ DỤNG PHƯƠNG PHÁP THAM BIẾN ĐỀ TÌM CỤC TRỊ 
MỘT BIÊU THỨC 


PHẠM THỊ VIỆT THÁI (GV THPT Hồng Lĩnh, Hà Tĩnh) 


Trên tạp chí Toán học và Tuổi trẻ số 303 
tháng 9 năm 2002 có bài Tìm cực trị một biểu 
thức bằng nhiều cách. Bài viết này xin nêu thêm 
một cách giải theo một cách nhìn khác. 

Giả sử cần tìm cực trị một biểu thức Ó(r). 
Để đơn giản ta chỉ xét biểu thức (+) luôn xác 
định trên tập hợp số thực, nghĩa là nếu (+) có 
mẫu thức thì mẫu thức luôn dương. Ta đưa thêm 
tham biến r để xét biểu thức x) = @(x) - . Nếu 
#9) > 0 (hoặc ƒfx) < 0) với mọi x thuộc tập xác 
định của @(+) và tồn tại giá trị f¿ để có ƒ+) = 0 
(tức là có (+) = /¿) thì /¿ chính là giá trị nhỏ 
nhất (GTNN) (hoặc giá trị lớn nhất (GTLN)) 
của biểu thức Q(+). Xin minh họa việc sử dụng 
phương pháp tham biến qua các ví dụ dưới đây. 

Thí dụ 1. Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn 

2 
nhất của biểu thức Q = ke bê 
x“+Ï 


Lời giải. Xétƒ@+) = Q@) — t 


x2 +8x+7—/(2 +1) 


xf +1 
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Vì x” + 1 >0 với mọi số thực x nên dấu của 
#ú) chính là dấu của tử thức g(x) = x” + 8x + 7 — 
t@Ÿ + 1) hay ø@) = (1 — 0x” + 8x +7—£ (1) 

Xét tam thức e(+) =ax?+bx+c= 

2 
= (*+#) tr với A = bŸ ~ 4ac (®) 


e Nếu za =0 thì g(x) = bx + c luôn cùng dấu 
khi b =0 (g(x) = c) và khi c = Ô (g(+) = 0). 


e Nếu z > 0 thì g(x) > 0 với mọi x khi A < 0 
và ø(x) = 0 chỉ khi A = 0. 


e Nếu z< 0 thì g(x) < 0 với mọi x khi A < 0 


. và ø(+) = 0Ö chỉ khi A = 0. 


Áp dụng vào (1) có : 

A=16-(1~?~9)=-. + 8r+9. 

A =0 khi = —1 hoặc / = 9. 

e Với = —l thì a= l1 —f=2>0 nên g(x) >0 
= +) > 0, suy ra Ó(+) có GTNN là —l và xảy 
ra khi ƒ(x) = 0 © g@+) = 0 © 2œ + 2) =0 © 
x=-2. 


® Với =9 thì ø = l —=—8 <0 nên ø(z) < 0 
= ƒ#) <0, suy ra (+) có GTLN là 9 và xảy ra khi 


f#&@)=0©g@)=0©©2(2x~- DỶ=0€>x= vị 


Như vậy phương pháp tham biến cho phép ta 
chuyển việc xét cực trị một biểu thức Q(x), tức 
là xét một bất phương trình Ó(+x) > r (hoặc Ó(z) < 
?) về việc xét một phương trình A() = 0, nên có 
thể nói phương pháp tham biến là chiếc cầu nối 
giữa bất phương trình và phương trình. 

Ta có thể mở rộng việc xét cực trị của biểu 
thức một biến @(©) sang biểu thức hai biến 
QŒ, y) bằng phương pháp tham biến, lúc đó 
ƒ(x. y) = QŒx, y) — f và xét tử thức của ƒ(x, y) theo 
một biến nào đó sao cho tử thức luôn cùng dấu 
và tồn tại giá trị bằng 0. 

Thí dụ 2. Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn 
3 y —4xy 


== W7) 
x + y? 


nhất của biểu thức Q = 


khác (0, 0). 

Lời giải. Vì xŸ + yˆ luôn luôn dương trừ giá 
trị vx = y = 0 nên dấu của ƒfx, y) chính là dấu của 
tử thức ø(x, y) = 3y? —4xy— tạF + v2 hay 

g(x, y) =3 — Đy? —4xy— tỪ (2) 

Nếu /= 3 thì gáy, y)= ~3x”— 4yx, Vì A =4y°>0 
nên ø(x, y) = 0 chỉ khi y = 0, x = 0 (đã loại trừ). 

Xét (2) theo biến y có 

Ay,= 4 +1 = ĐỂ = (4+3/~ 28”; 

Ay= 0 với mọi x khi ? =—] hoặc r = 4. 

® Với ;= —l thì a= 3 —r=4 >0 nên g(x, y) > 0Ö 
=>, y) >0, suy ra (x, y) có GTNN là -1 và 
xảy ra khi Ñx, y) = 0 © gác, y) = 0 © (2y — x)Ÿ 
=0<>x=2y(z0). 

® Với í = 4 thì a = 3- = —l < Ö nên g(x, y) < 0 
=> ƒ%, y) < 0, suy ra (x, y) có GTLN là 4 và 
xảy ra khi ƒ&, y) = O <© ø&, y) = 0 © 
~ + 2v)” =0 © y= ~2v (z 0). 


Các bạn càng thấy ưu thế của phương pháp 
tham biến trong thí dụ sau. 


wx+V 


x? +] 


Thí dụ 3. Từm u, v để biểu thức Q = 





đạt GTLN bằng 4 và GTNN bằng —]. 
Lời giải. Đặt 
8J*Øb)=r= mo + 
xế“ +] 

Vìx”2+1 >0 với mọi x nên dấu của +) 
chính là dấu của tử thức g(x) = „x + v — f@ˆ + l) 
hay ø(Œ) = ~X” + + — t. 

Để GTLN Q0) là í¡ = 4 (úc đó ø¡ = 4 < 0) 
và TNN (+) là ¿ = —l (lúc đó a; = 1 > 0) xây 
ra đồng thời thì dựa vào (*) phải có 


„? +16(vS— 4) =0 v=3 
hay -S{‡„ 
ú? =4(v+1)=0 u“ =16 
nghĩa là (u, v) bằng (4, 3) hoặc (—4, 3). 
Mời các bạn áp dụng phương pháp trên 
(cùng các cách khác) để làm các bài tập sau. 
Bài 1. Tìm GTLN, GTNN của biểu thức 
sau đây : 





x?+4\2x+3 1+a2 
JD) SÁO TEE-PDSONA"2/ TU APDRETROT 
x“+l q+x“) 
3)Q=(- 2y + + (2x +ay+ 5Ÿ 
2 r3 
xÝ xy+ x+2y+l 
40=-7—” = 5)89=-; 
x“+xy+y x“+y “+7 
2x-—] 2x+3 
6)0=¬ 70= — 
x“ứ+x+4 x“+x+I 
Bài 2. Tìm m để biểu thức Q= —””” 
x“+x+I 


chỉ nhận giá trị thuộc [—1; 1]. 
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GIẢI TOÁN CỤC TRỊ ĐẠI SỐ VỚI CÁC BIẾN CÓ ĐIỀU KIỆN 


NGUYỄN NGỌC KHOA 


(GV trường THPT Huỳnh Thúc Kháng, Sơn Tịnh, Quảng Ngấi) 


Chúng ta đã quen biết bài toán tìm cực trị 
của hai biến mà các biến có một điều kiện ràng 
buộc, chẳng hạn như bài toán sau. 

Bài toán 1. Tìm giá trị lớn nhất (GTLN) của 
tích xy với x, y là các số dương thoả mãn điều 
kiện x + y = s, trong đó s là số dương cho trước. 
Việc đưa ra nhiều cách giải bài này sẽ có ích. 

Lời giải. Cách I. Áp dụng trực tiếp bất đẳng 
thức Cauchy 


x+yÝ sY ø# 
>(2J-(Ÿ-‡ 


2 





Vậy GTLN (xy) = T 
Cách 2. Đưa về xét cực trị của hàm một biến 


2 S” 2 bế 
Xy = X($ — X) = §X —X k2 in ~&x†TT 
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Vậy GTLN (@xy) = —. 

Cách 3. Sắp thứ tự giá trị các biến (theo điều 

kiện hoặc khi vai trò của chúng như nhau) và so 
sánh với giá trị không đổi xen giữa chúng. 


Giả sử x < y. Từ x + y= s có x<< y nên 
` $ $ 
<< 3e le “. ca || 
b 3L šJ<0 “ó „<3 + )<0 
©Sx Si 
Jng 
_ 


Trong cả ba cách giải trên tích xy đạt giá trị 
lớn nhất khi và chỉ khi x = y = n 
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Việc giải bài toán như trên sẽ khó khăn 
hơn khi các biến bị ràng buộc thêm một điều 
kiện nữa. 

Bài toán 2. Tìm giá trị lớn nhất của tích xy 
với x, y là các số dương thoả mãn hai điều kiện : 

)x+y=s; 

(2)y>a 


trong đó s, a là những số dương cho trước và 
a<s. 


Lời giải. 
e Nếu ø< : thì theo cách giải bài toán l ta 


có GTLNG4y) =Š: khix=y= Š xá 

e Xét trường hợp a>5. Lúc này không thể 
sử dụng cách giải 1 của bài toán 1. 

Theo cách 2, đặt y = a+r với >0. 

Từ đó xy=(s-y)y=(-a—f)(a+f) = 
-tf+2a—y)+d(s—a) <S a(s—d) vì t> 0, 
t+2a-s>0. 


Đẳng thức xảy ra khi ¿ = 
GTLN(xy) = a(s — 4). 


0, y = a và 


Theo cách 3 ta thấy x<Š<a<y nên 
(x—z)(y-a)<0© xy S a(x+ y)— a7 
c© xy <Sas—d? = a(s — đ). 


Đẳng thức xảy ra khi y = a và x = s - a. Vậy 
GTLN(xy) = a(s - a). 


Trong bài toán 2 có thể thay điều kiện (2) 
bởi điều kiện x < b với b < s, lúc đó trong lời 


giải xét hai trường hợp : b > và b< 2 (chứng 


minh tương tự trên hoặc đặt b = s — a). 


Bài toán 3. Tìm giá trị lớn nhất của tích xyz, 
với x, y, z là các số dương thoả mãn các điều 
kiện : 

()x+y+z=s 

(2)z>a 


trong đó s, a là những số dương cho trước và 
a<s. 


Lời giải. 


e Nếu a< 3 thì áp dụng BĐT Cauchy ta có 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y = z = 


3 
n: lúc đó GTLN (xyz) = () . 


e Xét trường hợp z > ` 





2 
Theo BĐT Cauchy : xy < (š D "] Œ®) 











Ta có x+y+a<x+y+z=s<3a= 
x+y<2a > Š-3 <a. | 
Áp dụng cách giải 3 từ Z7” < az<z có 
(*‡*-a]e-a0 








c© (Z2);<a(Z§7+:-s) (Œ®*) 


Từ (*), (**) và sử dụng BĐT Cauchy có 


xz+y\(x+yÌ.. CC < -3) 
sz‹[ 2 | 2 }«e DU là N2, 


2 
x+y x+y 
+———+z-ú 2 
2 2 


Đẳng thức xảy ra khi z = đ và x = y= 











s. 


2 , 








2 
lúc đó GTLN(xy2) = 4[ =:) : 
Kết quả của bài toán 3 có thể không xảy ra 


như trên nếu ta thêm điều kiện x < —=— < y. 


Bài toán 4. Phát biểu như bài toán 3 và 
thêm điều kiện : 

(3) y>b với b là số dương cho trước, b <a < s. 

Lời giải 


e Nếu b< "¬ thì giải như bài toán 3. 


e Xét trường hợp b>—— © s<a+2b. 
Lúc đó 
x=#—(y+Z)<s-(a+b) < a+2b-(a+b)=b. 

Áp dụng cách giải 3 với x < b < y, ta có 

(x-B)(y-b)<0 © xy< b(x+ y—b) (***) 

Lại có x+y—b=s—z—b<s-a-b 
< (a+2b)-(a+b)=b<a. 

Từ x+y-b<a<z có (x+y—-b- a)z — 
4)<0€©(x+y— b)z <S a(x+y—b+z—da)= 
a(s — a— b). 

Từ đó và (***) suy ra 

xyz < b(x + y— b)z < ba(s — a— b). 

Đảng thức xảy ra khi z = ø, y = b và x = s — a 
— b, lúc đó GTLN(xyz) = ab(s — a — b). 

Kết luận của bài toán 4 : 

$ 


3 
se Nếu s > 3z thì GTLN(xyz) = (‡) ậ 
se Nếu za + 2b < s < 3z thì GTLN@yz) = 


ứz) 
a 2 ` 
e Nếu s< a + 2ÿ thì GTLN (xyz) = ah(s — a — b). 
Bạn hãy phát biểu bài toán 4 khi thay điều 
kiện (2) và (3) bởi z < z và y < b với a< b < 3. 
Như vậy từ một bài toán tìm cực trị đại số 
với các biến có một điều kiện ta đã đề xuất và 
giải bài toán cực trị đại số với các biến bị ràng 
buộc bởi nhiều điều kiện hơn. 
Mời các bạn giải các bài tập sau. 





Bài 1. Tìm giá trị lớn nhất của xy + yz + zx 
với x, y, z thoả mãn điều kiện của bài toán 4. 

Bài 2. Tìm giá trị lớn nhất của tích xyz‡với 
x, y, z, f là các số dương thoả mãn các điều kiện : 
x+y+zZ+/=s;f>a;z>b;y>ctrong đó s, 
a, b, c là các số dương đã cho và c < b < a < s. 


61 





VỀ ĐỊNH LÍ STEINER -LEHMUS 


Năm 1840, S.L. Lehmus gửi cho nhà hình 
học Thuy Điển J.Steiner định lí sau đây với yêu 
cầu đưa ra một cách chứng minh hình học thuần 
tuý : Tam giác có hai đường phân giác trong 
bằng nhau là tam giác cân. Định lí này về sau 
được mang tên Steiner — Lehmus. 

Trong chứng minh của mình, Steiner sử dụng 
công thức sau : Nếu đ,„ d,, đ, là các đường phân 
giác của ba góc tương ứng với ba cạnh đối diện 
4, b,c thì: 








ỦƑ =a|- bề q) 
, (c+a)Ÿ 





Khi ấy, đẳng thức d7 = dƒ sau khi biến đổi 
tương đương thì được 


c(a+b+c)((a+b+c)(c?+ab)+2abc)(a—b) =0. 


Từ đây suy ra a = b. Cách chứng minh này 
gọn, tuy nhiên phải dùng đến công thức (1) và 
không mang đặc tính hình học. Bởi thế, sau khi 
chứng minh trên được công bố, nhiều người lao 
vào tìm cách chứng minh khác. Trong những 
năm tiếp theo, hàng loạt các phương pháp chứng 
minh khác được đưa ra, tuy vậy các phương 
pháp này phải kẻ thêm nhiều đường và kèm 
theo tính toán khá phức tạp. 

Đến năm 1939, một nữ sinh lớp 10 ở Matxcơva 
(Liên Xô) tên là Liđa Kopelkina tìm được một 
cách chứng minh khá đơn giản sau đây. 
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LÊ TRƯỜNG TÙNG (Hà Nội) 


Giả sử hai đường phân giác AN và BP bằng 
nhau. Kẻ WM và PQ song song với AB, cắt AC 
và BC theo thứ tự tại ẤM, @ (h. 1). Ta sẽ chứng 
minh PQ và MN trùng nhau bằng phản chứng. 
Giả sử MN gần AB hơn PQ, khi đó MN > PQ. 
Do PBQ = PBA = BPQ nên tam giác PBQ cân 
và PQ = QB. Tương tự AM = MN. Hai tam 
giác cân PBQ và AMN có cạnh đáy bằng nhau, 
cạnh bên PQ < MN nên PQB>AMN = 


QBA < MAB, từ đấy suy ra trong hình thang 
AMNB .ó AM < BN, mà AM = MN, PQ = QB, 
MN > PQ, QB > BN, dẫn đến mâu thuẫn. Điều 
mâu thuẫn này chứng tỏ MN và PQ trùng nhau. 
thang cân nên 


C 
= 
N 
^ B 


Hình 1 


Kh đó AMNB 


CAB = CBA. 


là hình 





Một năm sau (năm 1940) một học sinh lớp § 
cũng ở Matxcơva tên là Vôlôđia Bolchianxki 
tìm ra một cách chứng minh khác cũng khá đẹp. 
Giả sử Ó là giao điểm hai đường phân giác bằng 
nhau AN và BM (h.2) khi đó CÓ là phân giác 
của góc ACB. Ta chuyển về xét hai tam giác 
ANC và BMC có góc ACB chung, AN = BM, 
đường phân giác ở đỉnh Œ là CÓ chung thì hai 
tam giác ANC và BMC bằng nhau. Để làm điều 
đó ta vẽ đường tròn ngoại tiếp tam giác ANC với 
đường kính DF vuông góc với AN tại trung điểm 
của AN. Vẽ dây AC' sao cho NAC'=CBM và 
C', C nằm cùng phía đối với đường thẳng AN. Ta 
có AC'N=ACN (góc nội tiếp cùng chắn cung 
AN) ANC'=180°-ACN-NAC' = 
180° - ACN ~CBM = BMC, suy ra ABMC = 
AANC' (c.g.c) (1). AN cắt DC và DC' theo thứ 
tự tại Ø và Ø'. Nếu C khác C', chẳng hạn cung 
ĐẺ bé hơn cung ÔC) thì DO > DỢ'. Do DC < 
DC' nên CÓ < C*O/, điều này mâu thuẫn với giả 
thiết CÓ = C*Ớ'. Chứng minh tương tự khi cung 
ĐC lớn hơn cung ĐC'. Vậy C' phải trùng 
với C, từ (1) suy ra BC = AC. 

Hiện nay L. Kopeikina và V. Bolchianxki là 
hai giáo sư toán học có tên tuổi ở Liên Xô. 


Năm 1961, cuốn "Nhập môn hình học” của 
giáo sư Canađa tên là H.S.M. Coxeter được ïn ra 
và giới thiệu trên tạp chí Scientific American. 
Phần nói khá hay về định lí Steiner — Lehmus 
trong bài giới thiệu này lại lôi kéo hàng trăm 
bạn đọc lao vào tìm cách chứng minh mới. Cách 
chứng minh của hai kĩ sư người Anh là G. 
Jylbert và D. Mac — Donnell được đánh giá là 
đơn giản nhất và được công bố trên tạp chí 
American Mathematical Monthly năm 1963. 
Cách chứng minh này dựa vào bổ đề sau : 


nên 


Trong tam giác ABC, nếu CAB < CBA thì đường 
phân giác AN lớn hơn đường phân giác BM. 
Chứng minh bổ đề này như sau : 

Lấy điểm P trên đoạn AN sao cho 
MBP =s BAC (h3). Do MBP= MAP nên 


bốn điểm A, ẤM, P, B nằm trên một đường tròn. 





Góc MAB bé hơn góc PBA nên cung MíPB bé 
hơn cung AMP tức MB < AP, suy ra 
MB<AP<AN. 


Định lí Steiner — Lehmus suy ra trực tiếp từ 
bổ đề vừa chứng minh. 





Hình 3 


Hình 4 


Trong một thời gian dài, cách chứng minh 
trên được xem là đơn giản nhất. Gần đây, cuối 
năm 1982 trên tạp chí The Mathematical 
Gazette của Anh lại công bố một cách chứng 
minh mới bằng phản chứng rất đơn giản của 
R.W. Hogg : 

Giả sử hai đường phân giác AN và BM bằng 
nhau. Dựng hình bình hành AMDN và kí hiệu 
các góc ø, Ø, 7, ð như trên hình 4. Do tam giác 
BMD cân tại M nên 

œ+y=r+ö (2) 

Nếu như ø > Øthì xét hai tam giác ABN và 
BAM có AB chung, AN = BM và BẠN > ABM 
nên BN > AM mà AM = ND, do đó y > ô, từ đây 
œ+ y> 8+ ö mâu thuẫn với (2). Tương tự 
trường hợp ø < / không thể xảy ra, tức ø = 
(đpcm). 

Các bạn thân mến ! Với khát vọng vươn tới 
cái đơn giản nhất, gần 150 năm trôi qua để đưa 
từ cách chứng minh của Steiner tới cách chứng 
minh của Hogg, và chắc rằng quá trình này 
không dừng lại ở đây. 

Bây giờ, mời các bạn giải một vài bài tập 
sau đây : 

Bài 1. Sử dụng công thức côsin, chứng minh 
công thức (1). 
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Bài 2. Chứng minh công thức tổng quát hơn 
công thức (l) : Cho tam giác ABC, BC = 4a, 
CA = b, AB = c, D là một điểm trên cạnh ĐC, 
AD =p, BD = m, CD = n. Chứng minh rằng 

a(p? +m) = bẦm + cˆn 

(Định lí Stewart) 

Bài 3. Giải thích vì sao cách chứng minh của 
Jylbert và Mac-Donnell không áp dụng được 


cho trường hợp AN và BM là hai đường phân 
giác ngoài ? 

Bài 4. Trong tam giác ABC, A=12°, 
B=120°, AN và BM là hai đường phân giác 
ngoài. Không sử dụng các hàm số lượng giác, 
chứng minh AN = BM. 


TRỞ LẠI ĐỊNH LÍ STEINER -LEHMUS 


Định lí STEINER - LEHMUS : Tam giác có 
hai đường phân giác trong bằng nhau là tam 
giác cân. 

Đây là một điều kiện để nhận biết một tam 
giác là tam giác cân, nhưng tại sao lại không 
có mặt trong chương trình hình học 7 (có thể 
dưới dạng bài tập) ? Qua nghiên cứu bài giới 
thiệu về định lí STEINER - LEHMUS của tác 
giả Lê Trường Tùng đăng trên báo Toán học 
và Tuổi trẻ tháng I năm 1987 tôi thấy các 
cách chứng minh định lí rất đơn giản và gọn, 
nhưng đều phải sử dụng đến kiến thức về tứ 
giác hoặc kiến thức về đường tròn. Trong bài 
viết này tôi xin giới thiệu thêm một cách 
chứng minh khác, tuy rằng chứng minh đó 
chưa phải là gọn nhất nhưng nó chỉ cần sử 
dụng kiến thức toán lớp 8. 

Theo giả thiết tam giác ABC có các đường 
phân giác trong 8M và CN bằng nhau. Ta chứng 
minh bằng phản chứng. Giả sử ABC > ACB thì 
ACB < 90°. Kẻ BH L AC tại H và lấy điểm C' 
sao cho H là trung điểm của CC". Xét hai trường 
hợp sau. 
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NGÔ VĂN THÁI (Thái Bình) 





Hình 1 
1) Nếu BA < BC hay BAC>BCA thì 


BAC>BCC tà — BŒC= BCA) 
ABC < CBC' = MBC < HBC hay ẤM nằm trên 
đoạn HC (h.l). Dựng tam giác ABC sao cho 
ABC =ACB và ACB= ABC thì AABC = 
AABC. Gọi BN' là đường phân giác của tam 
giác A'BC thì BN = BN'. Theo giả điều giả sử thì 
A'CB > ACB nên BN' cắt AC tại K. 

Từ đó BN' > BK > BM, suy ra CN > BM, trái 
với giả thiết. 

2) Nếu BA > BC hay BAC<BCA thì 
BAC <BCC và điểm M nằm trên đoạn HA 
(h.2). Dựng tam giác ABM' với M' thuộc tia AC 
sao cho ABM'=ACN thì theo điều giả sử 
ACB<ABC >> ABM'<ABM nên M' phải 
thuộc đoạn AM. 


nên 





Hình 2 


BA CA 
Do AABM' AACN s. ên ——=— 
o œ2 (g.g) nên BM' CN 


mà CA > BA, do đó CN > BM.. 

Mặt khác BM' > BM, dẫn đến CN > BM, trái 
với giả thiết. 

Vậy điều giả sử ABC > ÁCB là không xảy 
ra, nghĩa là phải có ABC = ACB. 


SỬA SAI THÀNH... CHƯA ĐÚNG 


LÊ NGỌC THÀNH VINH (THPT Kỳ Anh, Hà Tĩnh) 


Trong bài "Làm thế nào để dự đoán hình 
dạng của tập hợp điểm ?" đăng trên Tạp chí 
THTT, số 210, 12.1994, tác giả đã phê phán 
một số tài liệu toán hiện hành về vấn đề hướng 
dẫn học sinh dự đoán tập hợp điểm. Sau đó tác 
giả đưa ra cách khắc phục : vẽ ba điểm khác. 
nhau của tập hợp điểm, nếu ba điểm này thẳng 
hàng thì tập hợp điểm có dạng thẳng. 

Cách đoán nhận này cũng chưa chính xác. 
Tôi xin nêu hai thí dụ sau. 


Thí dụ 1. Cho đường tròn tâm O, đường 
kính AB cố định và một điển C chuyển động 
trên đường tròn. Gọi H là chân đường vuông 
góc hạ từ C xuống AB. Tìm tập hợp tâm đường 
tròn nội tiếp tam giác CHO. 

Tập hợp là bốn 
cung chứa góc C 
135” vẽ qua các R.À 
đoạn AÓ@ hoặc 
ÓOB, và ta có thể L——L®S\—————¬bn 
dễ dàng tìm được ïÌh—H—>~—;) 
bộ ba điểm thuộc 
tập hợp mà cá ba 
điểm đó thẳng 
hàng (h. 1). 


^ 





Hình ï 


5,TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


Thí dụ 2. Cho đường tròn tâm O, dây AB 
cố định. Tìm tập hợp những điểm M (trong 
mặt phẳng chứa đường tròn đó) thoả mãn : 
MA . MB = MTˆ với MT là tiếp tuyến của đường 
tròn tâm Ó. 

Lời giải bài toán này được đăng trên báo 
THTT như sau ; 

Nếu Ax là tia 
đối của tia AB và 
By là tia đối của 
tia BA thì dễ thấy 
hai tia AÁx và By 
thuộc tập hợp phải 
tìm (h.2). 

Gả sử M 
không nằm trên 
đường thẳng AB 
(hiển nhiên M 
nằm ngoài đường tròn (Ó) để tồn tại tiếp tuyến 
MT tới đường tròn) Gọi CC là giao 
điểm (khác B) của MB với đường tròn (O) thì 
MB.MC = MT” = MA.MB = MA = MC > 


AMAC cân tại M= AMB = 80” - ACM) = 





Hình 2 


90° ~5 trong đó œ = 3 AOB (không đổi). 
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M thuộc hai cung chứa góc nhìn đoạn AB dưới 
một góc 90 5 không đổi. (phần ngoài 
đường tròn ()). 

Như vậy, tập hợp Ä⁄ gồm hai tia Ax, By và hai 
cung chứa góc AMB, AC. Trong tập hợp này, 


tồn tại bốn điểm thẳng hàng, cũng tồn tại bốn 
điểm trong đó có ba điểm không thẳng hàng. 


Thực ra, việc dự đoán tập hợp không chỉ 
dừng lại ở cách làm thủ công mà các sách mà 
bài báo đã nêu, mà phải kết hợp với sự nỗ lực 
của các thao tác tư duy : nghiên cứu tính đối 
xứng của tập hợp, tìm các điểm "vô tận" của tập 
hợp, dựa vào các phép biến hình... hy vọng tìm 
được hình dạng tương đối đúng để xác định tập 
hợp cần tìm. 


ĐỊNH LÍ BỔN ĐIỂM VÀ CÁCH CHỨNG MINH HAI ĐƯỜNG 
THĂNG VUÔNG GÓC VỚI NHAU 


MỞ RỘNG ĐỊNH LÍ PYTHAGORE VÀ ỨNG DỤNG 

Chúng ta đã quá quen thuộc với định lí cho 
tam giác vuông : Bình phương cạnh huyền bằng 
tổng bình phương hai cạnh góc vuông. 

Nếu xem định lí Pythagore cho ba điểm A, 
B, C thì có thể phát biểu như sau. 

Định lí ba điểm. 

Với ba điểm A, B, C thì AB vuông góc với AC 
khi và chỉ khi AB? + AC? = BC”. 

Ta có thể mở rộng định lí cho bốn điểm 
như sau. 

Định lí bốn điểm. 

Với bốn điểm A, B, C, D thì AC vuông góc 
với BD khỉ và chỉ khí AB? +CD? = 
ADẺ + BC”. 

Khi A trùng D ta thấy lại định lí Pythagore 
cho ba điểm. 

Chứng mình 

Việc tìm tòi chứng minh định lí bốn điểm 
cũng rất hấp dẫn vì sự đa dạng của các trường 
hợp cần phải xét đến. 

Sau đây là cách chứng minh định lí bốn điểm 
bằng phương pháp toạ độ và dựa vào định lí 
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VÕ KIM HUỆ (Cẩn Thơ) 


Pythagore cho ba điểm. Chú ý rằng vị trí của 
bốn điểm A, B, C, D là tuỳ ý (không đòi hỏi 
ABCD là tứ giác lồi) nên sử dụng phương pháp 
toạ độ tránh được việc xét các vị trí tương đối 
của bốn điểm này. 
Chọn AC là trục 
Íoành, ta có : A(z ; 0); 
C(c ; 0). Chọn đường 
thẳng vuông góc với 
AC đi qua 8 làm trục 
tung ta có : ö(0 ; ð). 
Giả sử Dựn ; n) (h.1) 
Ta có 


AB? =a?+b? 





Hình l 


CD? = (c— m)Ÿ +n? = c? -2cm + m” +nẺ 
AD? =(a-m)Ÿ +n? =4? ~2am +mˆ +nˆ 
BC” = bŸ + c2 

Từ bốn đẳng thức trên ta có 

AB? +CD”? = AD” + BC? © cm = am. 


Vì A khác C nên z # c, do đó rm = 0 hay D 
nằm trên trục tung. 


Vậy AC vuông góc với BD khi và chỉ khi 
AB?+CP” = AD” + BC). 

Hệ quả 1. Trong tam giác ABC thì AH là 
đường cao khi và chỉ khi AB?+ HC? = 
AC? + HH. 

Hệ quả 2. Cho tứ giác lõm ABCD. Nếu tổng 
bình phương hai cạnh đối diện của tứ giác bằng 
tổng bình phương hai đường chéo thì hai cạnh 
đối diện còn lại của tứ giác vuông góc với nhau 
và ngược lại, nghĩa là 

AD vuông góc với BC khi và chỉ khi 
AB? +CD” = AC” + BDỶ. 

Hệ quả 3. ; là trực tâm tam giác ABC 
khivà chỉ khi HA” + BC? = HB” + AC? = 
HC” + AB”. 

Một số bài toán giải bằng định lí bốn điểm 

Bài toán 1. Cho đường gấp khúc kháp kín 
AEBFCD thoả mãn AD = AE, BE = BF, CF = CD. 
Dựng các đường thẳng EM L AB, FN L BC, 
DP L CA. Chứng minh rằng ba đường thẳng 
EM,FN, DP đồng quy. 

Nhận xét 

Bài toán trên đây nếu xét đầy đủ các trường 
hợp xảy ra để chứng minh theo cách thông 
thường thì rất vất vả và dễ thiếu sót, chẳng hạn 
kh AEBFCD là A 
lục giác lõm. 





FN và DP (h2). 
Theo định lí bốn 


Chứng mình. Ta NI: 
Gọi H là giao 

đểm của hai J4 

đường vuông góc PS GÌ v0” 


F 
điểm cho B, H, C, 
F và cho A, H,C, Hình 2 
DĐtacó 
HP? +CFˆ? = HC” + BF? Œ@) 
HC” + AD? = HA? +CD? (2) 


Từ (1) và (2) có HB? + AD? = HA? + BF? 
(vì CD =CF) 


mà  AD= AE và BE = BF 


HB” + AEˆ = HA? + BE”. 
Do đó theo định lí bốn điểm cho A, E, ð, 


NHta có EH vuông góc với AB hay ba đường 
thẳng EM, FN, DF đông quy tại H. 


Bài toán 2. Cho hình chữ nhật ABCD. 
Đường thẳng đi qua D vuông góc với đường 
chéo AC cắt BC tại N. 

Gọi E và F lần lượt là trung điểm của DC 
và CN. Chứng mình rằng AE vuông góc với DF. 


nên 


Chứng mình. A 2x B 
Đặt DE = EC = x, 
CF = ƑN = y, AD = a-2y 
BC = a. Ta có š 
AB =2x, BN =a — 2y, 
BF=a —y. (h.3) ` ch 
Áp dụng định lí ^^ : 
bốn điểm cho A, D, DX Ế C 


C, N ta có DN vuông 
góc AC 


© AD” +CNˆ? = DC? +AN? 
ca? +4y? = 4x? +4x? +(a~2y)ˆ 
© 8+? = 4ay. (3) 
Ta có: AD” + EF? = DE” + AF? 
©a?++x? +y? = x?+44ˆ +(ø- y) 
© 4x? = 2ay (4) 
Từ (3) và (4) và áp dụng định lí bốn điểm cho 
A,D,E,F ta có : AE vuông góc với DF. 
Bài toán 3. Cho ngũ giác ABCDE với AB = AE, 
DE =DC và ABC = AED = 909. 
Gọi N là trung điểm của BC. Chứng minh 
rằng AC vuông góc với DN. 
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Chứng minh. Ta có (h.4) : 

NCˆ? + AD?= NBˆ + AE? + ED? 
= NB? + AB? + DC? 
= AN?+DC?. 

Theo định lí bốn 

điểm cho A, D,CŒC,N 
ta có AC vuông góc 
với DN. 

Chú ý rằng ta 

không quan tâm 

đến ngũ giác ABCDE_ g 
lồ, lõm, đơn hoặc 
không đơn. 


A 
Hình 4 


Qua ba bài toán trên đây, ta thấy việc sử 
dụng định lí bốn điểm có ưu thế rõ rệt đối với 
các bài toán mà việc xét tất cả các khả năng xảy 
ra là phức tạp và dễ thiếu các vị trí tương đối 
của các hình (bài toán I và bài toán 3), ngoài ra 
phương pháp này giúp ta định hướng rõ ràng 
cách giải bài toán (bài 2 và các bài luyện tập). 
Dĩ nhiên ta có thể sử dụng định lí bốn điểm vào 
các bài toán chứng minh hai đường thẳng vuông 
góc, kể cả các bài toán khi giải mới tạo thêm hai 
đường thẳng vuông góc. 

Mong muốn của tác giả sau bài viết này là 
được các bạn yêu toán ứng dụng định lí bốn 
điểm như là một phương pháp để giải quyết một 
lớp các bài toán chứng minh "hai đường thẳng 
vuông góc”. 

Chúc các bạn phát hiện nhiều bài toán hay 
khi sử dụng phương pháp này. 
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MỘT SỐ BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 
Bài 1. Cho tam giác cân ABC đỉnh A. Gọi H 
là trung điểm của BC, Ð là hình chiếu của H lên 
AC. M là trung điểm của HD. 
Chứng minh rằng AM vuông góc với BD. 
(Thi chọn học sinh giỏi Cần Thơ) 


Bài 2. Tam giác ABC có điểm O là tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác, AB = AC, D là 
trung điểm của AZ và Ƒ là trọng tâm tam giác 
ACD. Chứng minh rằng OE vuông góc với CD. 

(Thi Olympic toán Anh 1983) 


Bài 3. Cho hình vuông ABCD, ï là điểm bất 
kì trên cạnh AB (ï khác A và B). Tia DĨ cắt tia 
CB tại E. Đường thẳng C7 cắt đường thẳng AE 
tại M. Chứng minh rằng đường thẳng DE vuông 
góc với đường thẳng BM. 

(Thi chọn học sinh giỏi TP Hồ Chí Minh 93 — 94) 

Bài 4. Trên cạnh BC của hình vuông ABŒCD 
ta lấy đoạn BE = ca trên cạnh 2C kéo dài ta 
lấy đoạnCF = = 
điểm của AE và BF nằm trên đường tròn ngoại 
tiếp hình vuông ABŒĐ. 


Chứng minh rằng giao 


(Thi vô địch Hungari 1951) 


Bài 5. Cho ngũ giác ABCDE với Â= 8 = 
90° ; AE = BC. Chứng minh ba đường thẳng đi 
qua ba đỉnh A, B, D tương ứng vuông góc với 
các cạnh CD, DE và AB thì đồng quy. 


KHI ĐẶC BIỆT HOÁ BÀI TOÁN 


Chúng ta bắt đầu từ bài toán sau. 

Bài toán 1. Tính cạnh huyền của một tam 
giác vuông biết đường cao ứng với cạnh huyền 
có độ dài bằng h và bán kính đường tròn nội 
tiếp bằng r. 
Xét AABC 
vuông ởA (h.]). 
Gọi BC = x. ể b 
Ta đặt AC =b, 

AB = c. Cần 
tính x theo Đ 
và r. 


Ta có hệ phương trình 
bˆ+c? =x” (@) 
bc =hx (2) 
b+c-x=2r (3) 
Từ (3) có ?+c=x + 2r. 
Bình phương hai vế được 
bˆ+c? +2bc = x? +4r7 + Áar. 
Từ (1) và (2) có: x? +2hx= x?+4r?+4xr 
= hx = 2r? + 2rx 


2r? 


NHÀ 





Đặc biệt hoá bài toán l với h = 5,r = 2, ta có 

Bài toán 2. Tính cạnh huyền của một tam 
giác vuông biết đường cao ứng với cạnh 
huyền bằng 5cm và bán kính đường tròn nội 
tiếp bằng 2cm. 
Áp dụng kết quả bài toán 1, ta được : 

s 
_5—=2.2 
vuông bằng 8cm. 


x =8. Cạnh huyền của tam giác 


VŨ HỮU BÌNH (Hà Nội) 


Chớ vội bằng lòng với sự đặc biệt hoá trên. 
Ta thử phát biểu bài toán 2 dưới một dạng khác, 
tỉ mỉ hơn : 

Nếu có một tam giác vuông có đường cao 
ứng với cạnh huyền bằng 5cm và bán kính 
đường tròn nội tiếp bằng 2cm thì tam giác đó có 
cạnh huyền bằng 8cm. 

Khi diễn đạt bài toán như trên, nảy ra một 
câu hỏi : Liệu có tồn tại một tam giác vuông 
như vậy không ? 

Để trả lời câu hỏi trên, ta hãy tính tiếp các 
cạnh góc vuông của tam giác vuông đó. 


Từ (1) có bŸ +c? = 8Ÿ = 64. 
Từ (2) có bc = 5.8 = 40. 
Suy ra 


(b—c)? =b2 +c? -2bc =64—80 = ~16 (0). 

Như vậy không tồn tại tam giác vuông thoả 
mãn giả thiết của bài toán 2, tức là không tồn tại 
tam giác vuông nào có đường cao ứng với cạnh 
huyền h = 5cm và bán kính đường tròn nội tiếp 
r= 2cm. 

Bây giờ chúng ta đi sâu thêm về quan hệ 
giữa h và r trong tam giác vuông. Ta có 

Bài toán 3. Chứng mình rằng trong tam giác 
vuông có đường cao ứng với cạnh huyền bằng h 
và bán kính đường tròn nội tiếp bằng r, ta có 


bất đẳng thức 2 < , <42+I (4) 
Ƒ 


Lời giải. (h.1) Xét AABC vuông tại A có BC 
= ad, AC = b, AB = c. Ta có ah =(a+b+c}⁄ 
(cùng bằng 2S). Suy ra 
h_ a+b+c 

————— > 
r a a 


a+a 
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Ta lại có AH < A7 + ID (ï là tâm đường tròn 
nội tiếp) nên 


h<r42+r _< 2+1. 
Bất đẳng thức (4) được chứng minh. 


Ta trở lại bài toán 2. 


Trong để bài của bài toán này, ta có 


c=5>2+I vi phạm quan hệ được nêu 


trong bất đẳng thức (4). 


Như vậy, khi thay các chữ bằng các số để 
đặc biệt hoá bài toán, cần lưu ý kiểm tra xem 
các số thay vào có thoả mãn các quan hệ ràng 
buộc giữa các chữ trong bài toán hay không, 
hình được nêu trong bài toán có tồn tại hay 
không. 

Đặc biệt hoá một bài toán đúng là đơn giản 
hơn nhiều so với tổng quát hoá bài toán đó. 
Nhưng... hãy thận trọng khi đặc biệt hoá bài 
toán ! 


HÃY GIẢI MỘT BÀI TOÁN 
THEO NHỮNG CÁCH NHÌN KHÁC NHAU 


Ở một kì thi toán lớp 9, trong để ra có bài 
toán sau : "Cho hình chữ nhật AECF tạo bởi ba 
hình vuông bằng nhau, xếp kê nhau như hình 1. 
Chứng minh rằng œ + 8= 45". 

F 


_—# 7L” 5 
x1 |] 


Hình I 
Nếu biết khai thác bài toán với những góc độ 
khác nhau ta sẽ có nhiều cách giải. Dưới đây 
trình bày tóm tắt một số cách giải với chú ý 
rằng các hình vuông được vẽ thêm đều bằng 
hình vuông đã cho. 


Cách 1. Tạo tam giác vuông cân. 


1.a) (h.2) B 
sp 


/Z1- 


A H 
Hình 2 
* AAHD = ADKC = AAFB (c.g.c) 
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NGUYỄN MINH THÔNG (Vĩnh Phúc) 


= Dị =Êi =ơ. 
* DA=DC và D= Dị + Dạ 
= C¡ +; = 907, 
Vậy AADC vuông cân và 
œ+=€\+j=45°. 
1.b) (h.3) 
D 


Hình 3 
° Bị =Ø. 
* ADAB vuông cân nên z+/Ð=œ+ Bị = 459. 
1.c) (h.4) 





: li _ ADCK là hình bình hành nên AC cắt DK tại 
trung điểm Ó của mỗi đường. 


* AADC vuông cân nên Á4CD = 459. í 
Ta có tan ø SN tanCi (hoặc ABDP œ 





Vậy z+ 8= 45”. 
1.d) (h.5) ` ACKO) = ø =C) (ở đây 0°< ø, Êị < 459). 
Vậy z+j/8=€i + j8 =459. 
A 3.b) (h.8) 
D 
Hình 5 
x Bì = 8. 
——— Hình 8 
e ABAD vuông cân > 4BD = 459. ` 
+ Vậy z+jÐ= ø+ Bì 5. ° tan đ = 5 = tan) (hoặc ACDA œ 
Cách 2. Xét các tam giác đồng dạng. ` ¬ 
2.a) (h.6) ABOA) nên Ø8 = Bìị (0 <; Bị< 459. 
AADB œ ACDA vì ADB chung và Vậy z+/= œ+Bị =45°. 
AD_ 42 DB kẻ Cuối cùng, cần nói thêm rằng ở mỗi cách 
——=-— =„. Vậy DAB = DCA = ÿ. 
CD 2 ĐÀ `? 8 giải trên ta còn có thể nêu thêm một số lời giải 
Do đó ø+/8=ø+ BAB = Ô¡ =45° Kiác EDN: Tag! thác các cách giải trên ta nêu ra 
bài toán tổng quát sau. 
2.b) (h.6) 


D B "Cho hình chữ nhật tạo bởi (2m + l)x(2n + l) 


2 Z4 Y| (với n > m) hình vuông bằng nhau xếp kể nhau 
Z— như hình vẽ 


Hình 6 


AADB œ AAKC vì ADB = AKC = 1359 





¿ AD 42 DB 
À CC“ 2 ~KC Suy ra # = KCA. 
Vậy ư+j= KCA + 8 = 459. 
Hình 9 
Cách 3. Xét các tỉ số lượng giác. & 
B Ôn. 
° Ân „1B n—m + OA‡„.1P>m„1 = = 45”. 


= D Z7 
2S” Bài toán ban đầu chỉ là trường hợp riêng của 


bài này ứng với 0 = l,m = 0. 


m1 


KHAI THÁC MỘT BÀI TOÁN 


ĐÀM HIẾU CHIẾN (THCS Trưng Vương - Hà Nội) 


Để có thể phát triển khả năng tư duy và sáng 
tạo trong việc học toán và giải toán, thì việc tìm 
ra kết quả của một bài toán chưa có thể coi là 
kết thúc được, mà cần phải tiến hành "mổ xẻ", 
phân tích khai thác bài toán đó. 

Nhưng khai thác một bài toán như thế nào ? 
Chúng ta bắt đầu từ một bài toán sau. 

Bài toán 1. Từ một điểm M thuộc đáy BC 
của tam giác cân ABC (AB = AC), vẽ ME, MF 
theo thứ tự vuông góc với AB, AC (E e AB, 
F€AC). Chứng minh rằng tổng ME + MF là 
không đổi khi M di động trên cạnh BC. 

Vài cách giải tóm tắt của bài toán trên 

Để chứng minh ME + MF là không đổi, ta 
có thể giải theo hai hướng giải như sau. 

1, Hướng giải thứ nhất (Đặc biệt hoá) 

Gọi BH, CK là các đường cao của AABC cân 
thì BH = CK = h không đổi. 

Chọn M trùng với B thì ME = 0 và MF = BH 

Ta có ME + MỸF = BH (h.l) 

Tương tự, nếu M trùng với C thì ME = CK và 
MF = 0nên ME + MF = CK. 

Ta có các cách giải sau. A 

Cách giải thứ nhất (C1) 


Vẽ đường cao BH và vẽ 


Mĩ L BH (h.1). 
ABME = AMBI K H 
=> ME = BI. Ẽ F 
: B C 
Ta có ME + MF = M 
j 
BI + !H =- BH =ñh. Hình I 


r2 


e Cách giải thứ hai (C2) 

Vẽ đường cao BH và vẽ B7 vuông góc với 
đường thẳng FM (h.1). 

ABME = ABMJ — ME = Mĩ. 

Ta có ME+ MF = MJ + MF = JF = BH =h. 

e Cách giải thứ ba (C3) (h.1) 

Vẽ đường cao BH và nối AM. Kí hiệu S là 
điện tích tam giác 

SwAp + ŠMẠC = SAgC 

=> ME.AB + MF.AC = BH.AC 

=> ME + MF = BH = h. 


2. Hướng giải thứ hai 

e Cách giải thứ tư (C4) Gọi M, M' là hai 
điểm bất kì thuộc cạnh ĐC, giả sử ÄM' nằm giữa 
C và M (h.2). Vẽ ME' 1 AB,MF' L AC. 

Vệ Mỹ Ì ME, MT ÌL MF 

AMIM' = AM TM > 
MI =MI. 


Ta có ME+ ME = 
EIl+MT +TF 


=ElI+MI+TF 

=ME + MF'. 

Do M và M' là hai 
điểm bất kì thuộc ÖC, 
nên ta kết luận được 


ME + MF là không đổi. 





Bây giờ, ta chuyển sang trọng tâm của vấn 
đề là khai thác bài toán trên như thế nào ? 


Khai thác bài toán trên 
Trước hết, ta viết lại giả thiết của bài toán 
như sau : 


MeBC () 
AABC có AB = AC (2) 
ME \ AB,MF Ì AC @) 


Để khai thác bài toán trên, ta có thể tiến 
hành phân tích, "mổ xẻ" và biến đổi các giả 
thiết và kết luận. 


1. Khai thác kết luận 

° Theo cách giải (C1) (h.1), khi chứng minh 
ABME = AMBI ta còn có được BE = MI = HF. 

Do đó 

AE+ AF = (AB - BE)+(AH + HF) 

= AB+.AH là không đổi, 

Từ đó và kết quả bài toán I suy ra ME + EA 
+ AF + FM = c không đổi. 

Vậy có thể chứng minh chu vi tứ giác AEMF 
không đổi. 

® Mặt khác cũng từ cách giải (C1) (h.l) ta có 

|AE - CF| = |(AB - BE) ~ (AC - AF)| 

= |AF - BE| = |AF - HF|= AH không đổi. 

Như vậy từ giả thiết của bài toán trên có thể 
chứng minh thêm được : 

1) Chu vi tứ giác AEMF không đổi. 

2) |AE - CF| không đổi. 

2. Thay đổi giả thiết (1) 

° Giữ nguyên giả thiết (2) và (3). Kiểm tra 
kết luận. 

® Giả thiết (1) được thay như thế nào ? 

Ta bỏ dữ kiện M thuộc đoạn thẳng BC và 
thay bằng M thuộc đường thẳng 8C. 

Giả sử M thuộc tia Ạ 
đối của tia BC (h.3). 

Theo cách giải 
(C2) vẽ BJ L ME ta 
được M7 = ME và JF 
= BH. Vạy MF - ME 
= ME - MJ =BH=h 
không đổi. 





Nếu lấy M thuộc tia đối của tia CB ta cũng 
có kết quả ÄME-MF=CK=h không đổi. 
Ta có 

Bài toán 2. 

Cho tam giác ABC cân (AB = AC). Lấy 
điểm M nằm trên đường thẳng BC nhưng 
không thuộc đoạn BC. Gọi E, F là chân đường 
vuông góc hạ từ điểm M xuống đường thẳng 
AB, AC theo thứ tự Chứng mình rằng 
|ME - MF| là không đổi. 


3. Thay đổi giả thiết (2) 

s Giữ nguyên giả thiết (1) và (3). Kiểm tra 
kết luận. 

s Giả thiết 
(2) được thay 
như thế nào ? 

Ta bỏ dữ 
kiện AABC 
cân tại đỉnh A. 

Tổng quát 
hoá giả thiết 
(2) ta có AABC không cân. 

Giả sử AB > AC (h.44). 

Theo cách giải (C1) vẽ Mi L BH ta được 
MI 1 AC và MF = 1H. Ta còn phải so sánh ME 
và BI. 


Dễ dàng chỉ ra được AB > AC => 
ABC < ACB © ABC < BMN  BN > NM 
=> ME < BI 


(Chú ý rằng “Trong một tam giác, đường cao 
thuộc cạnh lớn thì nhỏ thua đường cao thuộc 
cạnh nhỏ"). 


Khi Mí trùng với Ö thì ME + MF = BH. 
Vậy ME + MF < BH. 
Tương tự cũng có ME + MF >CK. 


Ta có bất đẳng thức kép CK < ME + MF < BH. 
Ta dẫn đến 
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Bài toán 3. 

Cho tam giác ABC với AB > ÁC và các 
đường cao BH, CK. Lấy điển M trên cạnh BC. 
Gọi E, F là chân đường vuông góc hạ từ điểm M 
xuống AB, AC theo thứ tự. Chứng mình rằng 
CK < ME + MF < BH. 

Từ đó có thể để xuất bài toán sau. 

Cho tam giác ABC với AB > AC. Gọi E, F là 
chân đường vuông góc hạ từ điểm M nào đó 
thuộc cạnh BC xuống AB, AC theo thứ tự. 

Tìm vị trí điểm M thuộc đoạn BC sao cho 

a) ME+ MF đạt giá trị nhỏ nhất. 

b) ME + MF đạt giá trị lớn nhất. 

4. Thay đổi giá thiết (3) h 

e Giữ nguyên giả 
thiết (1) và (2). Kiểm tra, E 
kết luận. 

e® Thay giả thiết (3) 
như thế nào ? 


Ta bỏ dữ kiện F 
MEILAB, MF LAC 
và thay bằng dữ kiện Bˆ—j € 
ME HMAC, MEF AB : 
(h5). Hình 5 


Vì AEMF là hình bình hành, nên 
AF = ME = BE. 
Tương tự 
AE = MF = FC. 
Suy ra ME+MF = AF+FC=AC không 


đổi. 

Hơn nữa AE + EM + MF + AF = AB+ AC 
không đối. Từ đó ta có được 

Bài toán 4. 

Cho tam giác ABC cân (AB = AC). Lấy điểm 
M trên cạnh BC. Kẻ MEI/AC và MFIIAB với E 
thuộc AB, F thuộc AC. Chứng minh rằng 

1) ME + MF là không đổi. 

2) Chu vi tứ giác AEMF không đổi. 

Các bạn hãy thử lấy bài toán 4 làm bài toán 
gốc và khai thác tương tự để có các bài 
toán khác. 

Cơ sở lí luận của phương pháp khai thác một 
bài toán như trên là ở chỗ thay đổi dữ kiện của 
giả thiết hoặc kết luận bằng phương pháp đặc 
biệt hoá, tổng quát hoá và phương pháp tương tự. 


TỪ KẾT QUẢ CỦA MỘT BÀI TOÁN 


Từ kết quả hay hướng giải của một bài toán 
ta có thể khai thác sâu các kết quả và sẽ tìm 
thêm được các bài toán mới. Các bài toán này 
giúp chúng ta củng cố nhiều kiến thức, sáng tạo 
hơn trong mỗi bài và tìm được mối liên hệ, 
phương pháp giải đối với mỗi dạng toán. Để 
minh hoa ta xuất phát từ bài toán sau. 

Bài toán gốc. 

Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn tâm 
Ó bán kính R và AC vuông góc với BD tại T 
(T khác tâm O). Chứng mình rằng 8 điểm sau 
đây cùng nằm trên một đường tròn : trung điểm 


T4 


NGUYÊN NGỌC NAM (Hà Tây) 


của các cạnh của tứ giác và chân các đường 
vuông góc hạ từ T xuống các cạnh. Tính bán 
kính đường tròn đó theo R và d (OT = d). 


Lời giải. B 
: : 1 — 
Gọi trung điểm ZZ; Ta 


của các cạnh AB, BC, 7 ⁄ 
> 


CD, DA lần lượt là M, 
N,P, OQ thì MNPO là 
hình chữ nhật nội tiếp 
đường tròn đường 
kính MP hoặc NỌQ 
(h.1). 






A 







Đường thẳng 7N cắt AD tạ K thì 
TAD + ATK = CBD+ NTC = CBT +NCT = 
= 00° nên dễ thấy TN 1 AD, do đó K nằm trên 
đường tròn đường kính NỢ. Lập luận tương tự 
với chân các đường vuông góc khác. 

Hạ OE 1 AC ; OF L BD thì AE = EC =MN ; 
BF = FD = MQ. Ta có NQ” = MN? + MQˆ = 


= AE? + BF2 = (R2 -OE?)+ (R? -OF?) 

= 2R? -(OE? + OF?) = 2R2 - OT? > 

= NO = \2Rˆ? - d?. 

Vậy bán kính của đường tròn đi qua 8 điểm 


trên bằng r = 22K” xử: 


s Từ bài toán trên ta nhận thấy : QON7 là 
hình bình hành nên trung điểm Ó¡ của TO đồng 
thời là trung điểm của QM hay tâm của đường 
tròn đi qua M, N, P, Q chính là trung điểm 
của T0. 


Như vậy, nếu 7 cố 
định thì Ø, cố định và 
d=TO không đổi nên 
= 22K” =4? không 
đổi. Từ đó ta có thể để 
xuất bài toán quỹ tích sau 
(h.2). 

Bài toán 1. Cho đường tròn tâm O, A là 
điểm cố định nằm trong đường tròn (A khác 
tâm O). Góc vuông xÂy có hai cạnh cắt đường 
tròn (O) ở B và C. Tìm quỹ tích trung điểm M 
của dây BC khi góc vuông xÂy quay quanh 
điểm A. 

* Từ lời giải bài toán gốc (h.) ta có 





Hình 2 


NQˆ = MN? +MQ” = xuAc? + BD”) 
=> AC?+BDŸ 
= 4NQ? =8RŸ - 4d?. Œ) 


Do TA.TC = TB.TD = R? - 4? nên 


ACˆ + BDˆ = (TA +TC)ˆ + (TB + TD)? 
= TA? +TB? +TC? +TD? +2(TA.TC +TB.TD) 
= TA? +TB? +TC2 +TD? + 4(R2 - 42). 

Từ đó và (1) có TA? + TB? +7C? +TD? 

= §R? -4d2 —4R? + 4d? = 4R? (2) 


Từ kết quả (1) và (2) ta có thêm bài toán sau. 


Bài toán 2. Cho đường tròn tâm Q bán kính 
R và một điển T (T khác tâm O) nằm trong 
đường tròn. Chứng minh rằng khi hai dây AC và 
BD thay đổi nhưng luôn vuông góc với nhau tại 
T thì 


1) AC? + BD” là không đổi. 
2) TA? +TB? +TC? +TD” là không đổi. 
® Khai thác thêm ta có 
OM? +ON? +OP? +0Q”= 
>-1ÍÌ068)5 21A 2053 5:— đa xố 
= Íz 74B Ì:Í BC + 
+[R2~1cp? |+| m - } pA? 

4 4 
1 
2 
= 4R? —-2R? = 2RẺ. 
Đẳng thức này không phụ thuộc vào đ 


mặc dù giao điểm 7 có thể thay đổi. Ta có bài 
toán sau. 


= 4R? - (TA? +TB” +TC” +TD?) 


Bài toán 3. Cho đường tròn tâm QO bán kính 
R. Hai dây AC và BD thay đổi nhưng luôn 
vuông góc với nhau. Chứng mình rằng tổng bình 
phương khoảng cách từ điển O đến các dây AB, 
BC, CD, DA là không đổi. 

s Lưu ý rằng trong các bài toán trên, hai dây 
AC và BD luôn cắt nhau tại điểm nằm trong 
đường tròn. Nếu hai đoạn AC và BD không cắt 
nhau mà hai đường thẳng chứa hai dây đó 
vuông góc với nhau tại một điểm 7 cố định nằm 
ngoài đường tròn thì kết quả còn đúng không ? 

Các bạn hãy chứng minh tương tự như trên 
để thấy các hệ thức (1), (2) vẫn đúng. Ta có bài 


T5 


toán sau tổng quát hơn (không yêu cầu điểm 7 
nằm bên trong đường tròn). 


Bài toán 4. Cho đường tròn tâm O bán kính 
R. Hai cát tuyến AC và BD vuông góc với nhau 
tại một điểm T cố định. Chứng minh rằng khi 
hai cát tuyến trên thay đổi thì 


1) AC? + BD? là không đổi ; 

2) TA? +TB? + TC? + TD” là không đổi. 
e Đi sâu thêm ta có (h.l) : 

(AC + BD)” = AC”? + BD” + 2AC.BD = 


= 8R? -4d4? +§AE.DF 
= 8R? -4d2 + 84|(R? - OE?)(R? - OF?) 


= 8R2 -4dˆ +8x|R† - R?d2 + OE?.OF? 


Nếu 7 cố định thì ở không đổi. Lúc đó giá trị 
AC+ BD phụ thuộc vào tích OE?.OF? nên 
AC + BD lớn nhất © OE?.OF? lớn nhất. 


Mà OE”+OF? =4” nên OE”OF? lớn 
nhất c> ØE =OF (hay OETF là hình vuông). 
Vậy AC+BD lớn nhất khi và chỉ khi ÁC và 
BD tạo với ỚT các góc bằng nhau và bằng 45°. 

Ta có bài toán 5. 

Bài toán 5. Cho điển T cố định trong đường 
tròn (O) (T khác tâm O). Tìm vì trí của hai dây 
AB và CD ải qua T và vuông góc với nhau để 
tổng độ dài AB + CD lớn nhất. 

Cuối cùng tôi xin đề nghị các bạn hãy tìm 
các lời giải hay hơn cho các bài toán ở trên. 


TỪ MỘT BÀI TOÁN HÌNH HỌC LỚP 9 


Trong tác phẩm nổi tiếng "Giải bài toán như 
thế nào ?", Polya G. cho rằng : "Ví như dòng 
sông nào cũng bắt nguồn từ những con suối 
nhỏ, mỗi bài toán dù khó đến đâu cũng có 
nguồn gốc từ những bài toán đơn giản, có khi 
rất quen thuộc đối với chúng ta". Vì vậy, trong 
quá trình tìm tòi lời giải các bài toán, việc tìm 
hiểu xuất xứ của chúng sẽ giúp chúng ta nảy 
sinh ra những "ý chói lọi”, (từ của Pôlya) đôi 
lúc còn tìm được đúng chìa khoá để giải các bài 
toán đó. Đặc biệt, nếu phát hiện ra bài toán cần 
giải có nguồn gốc từ một bài toán trong sách 
giáo khoa (SGK), thì tình huống càng trở nên 
thú vị hơn. 

Xin hãy lấy một thí dụ. Cách đây không lâu, 
trong một kì thi học sinh giỏi toán lớp 9 toàn 
quốc, có bài toán hình học khá khó như sau 
(h.1). 

Bài toán 1. Cho tam giác đều ABC nội tiếp 
đường tròn và một điểm M trên cung BC không 
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LÊ QUỐC HÁN (Khoa Toán, ĐHSP Vinh) 


chứa A. Gọi H,L, K 
lần lượt là chân 
đường vuông góc hạ 
từ M đến BC, CA, 
AB. Chứng minh hệ 
thức 


DEÊn 
MH ML MK' 

Cái khó của bài 
toán này là các đại lượng hình học nằm ở mẫu 
thức, và việc chứng minh các hệ thức như vậy 
không quen thuộc đối với học sinh ở bậc trung 
học cơ sở. Tuy nhiên, bài toán này liên quan với 
một bài toán quen thuộc trong SGK hình học 
lớp 9. 

Bài toán 2. Cho tam giác đều ABC nội tiếp 
đường tròn và một điểm M trên cung BC không 
chứa A. Chứng minh hệ thức 

MA = MB + MC 


Hình ï 


Giải bài toán này khá đơn giản (h.l). Trên 
MA lấy điểm N sao cho MỊN = MB. Khi đó hai 
tam giác MBC và NBA bằng nhau nên MC = 
NA. Do đó MB + MC = MN + NA =MA. 

Điều thú vị ở đây là từ kết quả bài toán thứ 
hai, dễ dàng suy ra kết quả của bài toán thứ 
nhất. Thật vậy từ sự đồng dạng của các cặp tam 
giác MHC, MKA và MHPB, MLA suy ra 
MH.MA 

ML 

Thay các hệ thức này vào hệ thức MA = 
MB+ MC và rút gọn, ta được hệ thức 
`1"... 

MH ML MK_` 

Phân tích các bài toán trên, ta thấy giả thiết 
tam giác ABC đều phải chăng là quá chặt ? Lập 
tức nảy sinh vấn đề : Nếu tam giác ABC r„ỳ ý 
thì sẽ thu được kết quả tương tự như thế nào ? 
Lúc đó dễ thấy các hệ thức ở (1) vẫn đúng, còn 
hệ thức MA = MB + MC không luôn luôn xảy 
ra, nhưng theo định lí Ptolemy đối với tứ giác 
nội tiếp ABMC ta có hệ thức 

MA.BC = MB.AC + MC.AB (2) 


và MB= 





() 


Thay các hệ thức ở (l) vào (2), ta có 
BC AC AB 
TH “Tr + TK và ta thu được bài toán sau, 


tổng quát hơn bài toán đầu tiên. 

Bài toán 3. Cho tam giác ABC nội tiếp 
đường tròn và một điểm M trên cung BC không 
chứa A. Gọi H, L, K là chân đường vuông góc 
hạ từ M đến BC, CA, AB. Chứng mình hệ thức 

BC _ AC __AB 
MH ML MK' 

Đây là một bài toán đã được ra trong một kì 
thi Olympic toán ở Mỹ và là hệ thức thứ 10 đã 
được nêu lên trong bài báo “Tứ giác nội tiếp và 
ngoại tiếp đường tròn" (THTT, số 252, tháng 6 
năm 1998). Cũng trong bài báo này, tôi đề nghị 
các bạn giải hộ bài toán tương tự. 

"ABCD là tứ giác nội tiếp khi và chỉ khi các 
chân đường vuông góc hạ từ D đến BC, CA, AB 
cùng nằm trên một đường thẳng" (Hệ thức 6). 
_Rất vui vì bạn Ngô Văn Thái đã nêu ra cách giải 


khá đẹp cho bài toán này (trong bài "Bàn tiếp về 
điều kiện để tứ giác nội tiếp", THTT, số 258, 
tháng 12/1998). 

Ở đây xin nêu lên một điều kiện cần và đủ 
khác để một tứ giác là nội tiếp. 

Bài toán 4. Cho tứ giác ABCD. Gọi H, L, K 
lân lượt là chân đường vuông góc hạ từ D đến 
AB, BC, CA. Chứng minh rằng tứ giác ABCD 
nội tiếp được trong một đường tròn khi và 
chỉ khi 

CA _ AB BC 
DK DH DL' 

Điều kiện cần 
được suy ra từ bài 
toán 3. Ta chứng 
minh điều kiện đủ. 
Gọi Ð' là giao điểm 
của BD với đường 
tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC. Khi đó 
tứgiá ABCD' là 





tứ giác nội tiếp nên 
AB BC _ CA 
DHW ` DE~ ĐK so 


trong đó ;f, L, K' lần lượt là chân các đường 
vuông góc hạ từ ?' đến AB, BC, CA (h.2) 








DH DB_ DU 
MÔ HC DỊ TP. DĐ, 
nên ?'H'= SE c6, và DU'= 2020 (4) 
DB 
` , AB BC _ 
Thay (4) vào (3) ta có Dn +—— D}n 
CA.D?B AB _%C _ CA 
DBDK mà DH +1 “7K (giả thiết) nên 
DB_ DK_ DM 
DB7 DKEK“DM trong đó 3 là giao điểm 
của D8 với AC. Theo tính chất tỉ lệ thức, ta có : 
|DB - DB| _ |DM - DM| __ DD' _DD- 
DB DM DB DM 


DB > DM nên DD' = ÔÖ suy ra D' trùng với D. 
Do đó ABC?D là tứ giác nội tiếp. 


Tĩ 


Để kết thúc, tôi xin tâm sự với các bạn rằng 
việc học tập các kiến thức trong sách giáo khoa 
nói chung và giải các bài tập trong các sách ấy 
là hết sức cần thiết, vì chúng chính là những con 
suối nhỏ, giúp chúng ta tạo ra những con sông 
lớn, con sông sáng tạo trong học tập bây giờ và 
phát mình, nghiên cứu khoa học sau này. 


Mũời các bạn cùng tìm các bài tập trong sách 
giáo khoa toán ở bậc trung học cơ sở có liên 
quan bài toán sau đây và tìm lời giải của chúng. 

Bài toán 5. Cho hai đường tròn (O) và (O') 
cắt nhau tại A và B. Cát tuyến đi qua A cắt hai 
đường tròn (O) và (Ó`) tại M và N. Tìm tập hợp 
các trung điểm của MN khi cát tuyến quay 
quanh điểm A. 


TỪ BẤT ĐẲNG THÚC ĐẠI SỐ 
ĐỀN BÀI TOÁN CỰC TRỊ HÌNH HỌC 


Ta xuất phát từ 2 bất đẳng thức (BĐT) đại số 
rất quen thuộc sau đây. 


BĐT 1. Với các số dương a, b, c có 
@+b+o|T+z+]>9 
a b c 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 
Lời giải 
@+b+o[2++]=9 
a b c 


65 j15Ạ/ 5€ p2 a1 0 
b c ú ca b 


a b b œc cú 
=(§+2-2}*(#+;-2)*($+$-?) 


_ JAỔ- -Jg. “.À# sổ › LêP 
_Ắ(4-b) (-c}ý (=4) vo 
qb bc ác 


Đảng thức ra khi 
a—=b=b-c=c-a=Ũ<Ề©u=b=c. 


xây và chỉ khi 
BĐT 2. Với các số dương a, b, c có 
a b lô 3 
b+c 











> 
“a+b”2 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 


c+tu 
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TẠ TOÀN - ĐỖ TIẾN HẢI (TP Hỏ Chí Minh) 























Xi BI cổ cac T gu ae 

§ ` b+c c+a da+b. 

a b € 
= 1 ——+ll+ _ 
lC: }c&*) +) š 
= (@+b+o| c )-3 
5 b+c c+a a+b 


H 


zI0 +c)+(c+4a)+(a+b)] x 











+ n2 > Ÿ 
b+c c+?a da+b KT. 
do ấp dụng BDT I1. 

Đẳng thức xảy ra khi b+c=c+a=a+b 
©ua=b=c. 

Có thể vận dụng hai bất đẳng thức trên vào 
giải và sáng tạo ra các bài toán chứa bất đẳng 
thức hình học hoặc tìm cực trỊ hình học. 

Bài toán 1. Cho tam giác đều ABC có cạnh 
bằng a. Gọi đường vuông góc từ điểm M nằm 
trong tam giác đến các cạnh BC, CA, AB lần 
lượt là MD, ME, MF. Xác định vị trí của M để : 

a) : + = +—— 

MD ME ME 
Tính giá trị đó. 


đạt giá trị nhỏ nhất. 


I 1 1 
MD+ ME ` ME+ ME T MFA MD “ái 


giá trị nhỏ nhất. Tính giá trị đó. 


b) 


Lời giải. 


¿x3 


Gọi h = “=. là đường cao của tam giác đều 
ABC và đặt MD = x, ME = y, MF = z. Ta có 


SApC = SwBC  SMAC † ŠwAg 
Ẳ©  ah=ux+ay+dz 
không đổi. 
a) Áp dụng BĐT I1 có 


© x+ty+z=h 


b) Áp dụng BĐT 2 có 
1 l 


l 
'ryty+zZ+z+3)|——+——+—— >9 
s 0cnữ : ÍS ỳ†+Z =) 


l # | _ l „3 
x+y y+z 7Z+x 2h sa 











Trong cả hai trường hợp đẳng thức xảy ra khi 
và chỉ khi x = y = z, lúc đó Mí là tâm của AABC. 
Bài toán 2. Gọi H là trực tâm của tam giác 
ABC có ba góc nhọn với ba đường cao 
AA,, BB., CC. Chứng mình rằng 
AA, , BBỊ CC sọ 
HA HB_ HC 
HA, HBỊ HC, . 3 
—— + +—..-È= 
HA HB HC 2 
Đẳng thức xảy ra khi nào ? 
Lời giải. Gọi diện tích các tam giác ABC, 
HBC, HAC, HAB lần lượt là S, %, %,Š; thì 
S =Ñ tổa tấn. 


: HA S HB_ S 
a) Dễ ý : —=L=~L . —“ L_~*2 - 
a) Dễ thấy AA 5S ' BBQ 8S 7 
HQ _ 5 
CC." Š- 


HA, HB,_ HC 
D ó : ] ] L _— 
ly? Y NAY.) TT 0Ì 
: AA, BB,_ CC 
Áp dụng BĐT 1 — + hd 
p dụng VƯỢT? Bế te, 9 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
HA HB_ HC 1 § 
———- =—— = ——-=— <C— = = =— 
AA BB CC 3 ĐỊP" cá VOỆC nụ 


lúc đó H vừa là trục tâm, vừa là trọng tâm của 





AABC nên ABC là tam giác đều. 
HA, S 
b) Từ —_—L =*L 
) AA, §Š 
HA _ HA _ $& _— $ 
HA AA-HA S-S %+5;` 
HB S, HC S 
Tương tự: ——+=——^——; —=———. 
ĐT NH y0 6, HỢ Si d6 
: . HA HB, HC, 3 
bi gi: 1E Ai si DO NARAĐNG của THỂ, 
Áp dụng BĐT 2 có HA + HB + HC Š2- 


Lập luận như trên đẳng thức xảy ra khi và 
chỉ khi AABC là tam giác đều. 

Bài toán 3. X? ram giác ABC có ba góc 
nhọn nội tiếp đường tròn (O) với ba đường cao 
AA:, BB\, CC\ lần lượt cắt đường tròn (O) lân 
nữa tại D,E,F. Xác định dạng của tam giác 
ABC sao cho : 


a) AÁi, 5B, CC 
DA, EB, FC, 


Tính giá trị đó. 
AA BB._ CC 


AD ` BE ' CF 


Tính giá trị đó. 


đạt giá trị nhỏ nhất. 


đạt giá trị nhỏ nhất. 


Hướng dẫn giải 

Gọi H là trực tâm của AAĐC. Dễ dàng 
chứng minh được HA, = DA, ; HBỊ =EB, ; 
HC, = FC,. 

a) Áp dụng bài toán 2. Tổng đang xét đạt giá 
trị nhỏ nhất là 9 khi AABC là tam giác đều. 
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b) AD + BE + CŒ- 
AA, BB ` CC, 


HB, 


+ cá > bà 
Đẳng thức xảy ra khi AABC là tam giác đều. 
Bài toán 4. Trong các tam giác ngoại tiếp 

đường tròn tâm O bán kính r, hãy xác định dạng 

của tam giác sao cho tổng độ dài ba đường cao 
đạt giá trị nhỏ nhất. Tính giá trị đó. 

Lời giải. Gọi h„,h„,h_ là độ dài các đường 
cao tương ứng với các cạnh z2, b, c của tam giác 
ABC ngoại tiếp đường tròn (Ó). Lập luận tương 
r 


r r 
ca ca SN 
V Tải 


tự bài toán 2 được : — 
: ` nh h. 


Áp dụng BĐT I có : 
h„ +h, +h. =(h,„ + hụ + h,) KG Ha r>9r 
a b c — Ma b € hụ hụ h, TẾ 
Đẳng thức xảy ra khi h, =h„ =h =3, 
h„ + hụ + h, = 9r, lúc đó AABC là tam giác đều. 
Bài toán 5. Cho tam giác ABC và M là điển 
nằm trong tam giác. Kẻ AM, BM, CM cắt các 
cạnh BC, CA, AB lần lượt tại A, BỊ, Cụ. Xác 


định vị trí của điển M để 


B D 

mà T5, Trẻ đạt giá trị nhỏ nhất. 
Tính giá trị đó. 

b) Mã, -MB,` MỂ. đạt giá trị nhỏ nhất. 
Tính giá trị đó. 


Hướng dẫn giải. Gọi diện tích các tam giác 
ABC, MBC, MAC, MAB lân lượt là S, S,, S;, S; 
thì § =5 +8; +%. 
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a) Lập luận tương tự bài toán 2 có 
AA 
2 Lập lạc chế 
MA, MBV_ MC\ 


Đẳng thức xảy ra khi S% = Š% = 5 = ẫ› lúc 


đó M là trọng tâm AABC. 
AA, _ . MA _ AAI " 
b) Đặt MA, ` thì MAI MAI 1= 
x-] 
MB BB 
Tương tự ——-=——-—l=y-—], 
“ð HH MB.” MB 7 
MC _ CC 2Ÿ =>xo 
MŒ MO  - 


,Ll 1 ] 
Ta có —+ + T=Ì © xy+yz+zx= X2, 


Từ đó MA MB MC 


Ó MA, MB,”MC,, =(x— 1)(y = Ù(z = Ù 


= XyZ—(xy+ yZ+zZx)+x+y+z-l=x+y+z-—l 


= G+y+z[S+z+z]-1>9~I =8. 
LIÊN. li 

Đẳng thức xảy ra khi x = y =z, lúc đó M là 
trọng tâm của AABC. (Đây là cách chứng minh 
khác của bài T5/252 có lời giải ở số 256 
(10.1998)). 

Bài tập tự luyện. Cho tam giác ABC với các 
phân giác AA,,BB,,CC,. Gọi a¡,b,,c; lân lượt 
là các khoảng cách từ 4¡ đến AB,B, đến 
BC,C, đến CA. Gọi h„,hụ,h,_ lân lượt là độ dài 
ba đường cao của tam giác kẻ từ A, 8, C. Chứng 
minh rằng 


NHẬN XÉT LỜI GIẢI BÀI TOÁN NHƯ THẾ NÀO ? 


NGUYỄN VĂN VĨNH (ĐHSP TP Hồ Chí Minh) 


Học toán như thế nào, đó là vấn đề khá rộng. 
Trong bài này, xin bàn về một khía cạnh. Đối 
với lời giải của một bài toán có ba yêu cầu 
mang tính chất bắt buộc là : 

— Lời giải không có sai lầm. 

— Lập luận phải có căn cứ. 

- Lời giải phải đầy đủ, không thiếu, không 
thừa. 

Bốn yêu cầu sau đây vũng rất quan trọng đối 
với việc rèn luyện tư duy lôgic, phương pháp 
học toán thông minh, sáng tạo : 

— Lời giải cần ngắn gọn, đơn giản, hay nhất. 

~ Lời giải phải rõ ràng, sáng sủa và hợp lí cả 
về nội dung lần hình thức trình bày. 

- Cần biết giải thích con đường dẫn đến lời 
giải, làm cho lời giải dễ hiểu, nhất là khi trình 
bày miệng lời giải. 

~ Biết cách nhận xét, khái quát hoá lời giải, mở 
rộng bài toán, phát hiện thêm các bài toán mới. 

Trong bài này chúng tôi muốn trao đổi cùng 
các bạn về yêu cầu phải biết nhận xét, khái quát 
hoá lời giải, mở rộng bài toán và phát hiện thêm 
các bài toán mới. 

Chúng ta bắt đầu từ bài toán I (h.1). 

Bài toán 1. Cho hình vuông ABCD. T là một 
điểm bất kì ở trên cạnh AB (T khác A và B). Tia 
DT cắt tia CB tại E. Đường thẳng CT cắt đường 
thẳng AE tại M. 

Chứng mình rằng đường thẳng DE vuông 
sóc với đường thẳng BM. 

(Đề thi chọn học sinh giỏi 
Tp Hồ Chí Minh, vòng 2, 1993 — 1994) 

Lời giải 

Trên tia đối của tia AB lấy điểm 7 sao cho 
AJ = BE (h.1). AE cắt JC tại H và cắt JD tại N. 


6.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


Ta có 

AEBA =AJAD (cgc) = JAN+AJN = 
EAB+ AEB=90° = AE L DJ. 

Ta có : AJBC = AECD (c.g.c) 
=CEK +ECK =BJC+ECK =90°— JC 1 DE 


J ST 


D C 


Hình ï 


Vậy H là trực tâm của tam giác DEJ. Dễ thấy 

T là trực tâm của tam giác CEJ, do đó đường 
thẳng CẢM vuông góc với đường thẳng JE. 

CM l JE 


= CM song song với DH. 
DH 1 JE 


Tam giác kDHW có TM // DH, suy ta 
.— (1) 
MH TD 

Tam giác ECD có TB // DC, suy ra 
BE TE 
BC ” TP ế, 


Từ (1) và (2) suy ra cac sen => BM 1! CH. 


MH_ BC 
BM JICH 


= BM L DE (đpcm). 
, Vy 


Sau khi giải xong bài toán 1, ta có nhận xét : 
Với T là điểm bất kì lấy trên cạnh AB (T7 khác A 
và Ø), ta luôn luôn nhận được kết quả là 8M 
vuông góc với DE. Nói cách khác, nếu hình 
vuông ABCD cố định, điểm 7 di động trên cạnh 
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AB (T khác A và Ö) thì 8FD = 90°, hay là điểm 
F chạy trên đường tròn đường kính BD (chưa 
xét giới hạn). Với cách nhìn nhận như vậy, 
chúng ta đổi tới bài toán sau. 


Bài toán 2. Cho hình vuông ABCD cố định. 
Lấy điểm T trên cạnh AB (T khác A và B). Tia 
DT cắt tia CB tại E. Đường thẳng CT cắt đường 
thẳng AE tại M. Đường thẳng BM cắt đường 
thẳng DE tại F. 

Tìm quỹ tích điểm F khi điểm T di động trên 
cạnh AB. 

Từ lời giải bài toán 1 ta thấy quỹ tích của 
điểm F là một phần tư đường tròn đường kính 
BD chắn cung AB, loại trừ các điểm A và B. 

Sau khi giải xong Bài toán 2, chắc các bạn sẽ 
tự hỏi : 


Khi điểm T trên cạnh AB thì BFD = 909. 


Nếu 7T là một điểm bất kì trên tia AB (T khác 
A) thì kết quả còn đúng hay không ? 

Câu trả lời là kết quả vẫn còn đúng. Và dẫn 
đến bài toán sau. 


Bài toán 3. Cho hình vuông ABCD cố định. 
Lấy điểm T trên tia AB (T khác A). Tia DT cắt 
tịa CB tại E. Đường thẳng CT cắt đường thẳng 
AE tại M. Đường thẳng BM cắt đường thẳng DE 
tại F. 

Tìm quỹ tích điểm F khi điển T di động trên 
tia AB. 

Trong trường hợp điểm B nằm giữa hai điểm 
A và T, các bạn chỉ việc chọn điểm J trên cạnh 
AB sao cho AJ = BE. Sau đó, chứng minh tương 
tự như bài toán I sẽ nhạn được kết quả 
BFD = 909. 

Quỹ tích là nửa đường tròn đường kính AC 
bỏ điểm A và C. 

Việc chuyển từ bài toán 1 sang các bài toán 2 
và bài toán 3 sẽ được định hình ngay, nếu như 
các bạn sử dụng phương pháp toạ độ để giải bài 
toán 1. 


Thật vậy, chọn hệ trục toạ độ như sau : Trục 
DC là trục hoành, trục DA là trục tung. 
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Để cho gọn ta chọn đơn vị 1 = DC = DA. 
Đặt CDE = m°. 

Ta có, trong hệ toạ độ đã chọn, các điểm 
A(0;1),8;,C(1;0),D(0;0), E(Q; tan m, 
T (cot m°; 1); 

Khi đó phương trình đường thẳng AE là 

y-Ì ` xe0 
tanm°—1 =0 





hay là : y = (tanz° —1)x + l. 
Phương trình đường thẳng C7 là : 


y-1_ x-cotm° 


hay là : y= 


Từ đó suy ra giao điểm M của các đường 
thẳng AE và CT có toạ độ 


xé cotzn° 
Cot mè” + tan m° — 1 
1— tan m° 
yE“———— 
(cotzm” — 1)(cotm” +tanm — ]) 
Viết phương trình đường thẳng BM, ta suy 
rađược đường thẳng BM có hệ số góc 


k= -cotmẺ°. 


Đường thẳng DE có hệ số góc là tan m°. 

Từ đó suy ra : đường thẳng DE vuông góc 
với đường thẳng BM. Sử dụng phương pháp toạ 
độ giải bài toán I, bạn có thể nhận xét ngay 
được : góc CDE =m° có thể được xác định 
một cách tuỳ ý chỉ cần m” khác với 902 và 0° 
(để tanm°” và cotm” xác định) ta vẫn có hai 
đường thẳng DE và BM vuông góc với nhau. 

Chúng ta đi tới 

Bài toán 4. Cho hình vuông ABCD cố định. 
Lấy điểm T trên đường thẳng AB (T khác A). 
Đường thẳng DT cắt đường thẳng CB tại E. 
Đường thẳng CT cắt đường thẳng AE tại M. 
Đường thẳng BM cắt đường thẳng DE tại F. 

Tìm quỹ tích của điểm F khi điểm T di động 
trên đường thẳng AB. 


Bây giờ chúng ta xét bài toán dưới một góc 
độ khác (h.2). 


T A B 
D C 
Ể 
E 
Hình 2 


Xét một vị trí của điểm 7 trên tia đối của tia 
AB. Nếu xem BD là phân giác của góc vuông 
TBE của tam giác TBE, còn BF là đường cao 
thuộc cạnh huyền, chúng ta đi tới 


Bài toán 5. Cho tam giác TBE (B = 90). 
Vẽ đường phân giác BD và đường cao BF. Từ D 
dựng DA và DC theo thứ tự vuông góc với cạnh 
TB và cạnh BE (A trên TB và C trên BE). 

Chứng minh rằng các đường thẳng TC, AE 
và BF cắt nhau tại một điểm. 

Các bài toán 2, 3, 4, 5 tương tự với bài toán . 
Việc giải bài toán I có thể giúp chúng ta giải 
các bài toán khác tương tự với nó. 


Nhà sư phạm và là nhà toán học nổi tiếng 
người Mỹ (gốc Hungari) Polya có nhận xét : 
“Trong toán học sơ cấp cũng như trong toán học 
cao cấp, phép tương tự có lẽ là có mặt trong mọi 
phát minh. Trong một số phát minh phép tương 
tự chiếm vai trò quan trọng hơn cả". 


Còn đối với nhà thiên văn tài ba Kepler 
(người Đức), người đã phát minh ra ba định luật 
nổi tiếng trong thiên văn học mang tên 
Kepter thì : "Tôi vô cùng biết ơn các pháp tương tự, 
những người thầy đáng tin cậy nhất của tôi. Các 
pháp tương tự đã giúp tôi khám phá ra các bí 
mật của tự nhiên, đã giúp tôi vượt qua được mọi 
trở ngại”. 


Quá trình khái quát hoá dựa trên sự vận dụng 
phép tương tự gắn liền với "phòng thí nghiệm" 
của tư duy sáng tạo. Có thể nói, đó là một trong 
những phương tiện quan trọng nhất của việc tự 
giáo dục, tức là việc mở rộng và đào sâu kiến 
thức đã có. 

Phương pháp học tập khoa học này, đòi hỏi 
sự nỗ lực của bản thân các bạn, trên cơ sở đã 
nắm vững các phương pháp, đường lối giải 
những bài toán đã có. 


PHƯƠNG PHÁP DIỆN TÍCH 


Các bạn đều rất quen thuộc công thức tính 
điện tích § của một tam giác ABC với BC = a, 
CA = b, đường cao AH = ha như sau : 


1 l : 
s= ah, = 2absinC. 
Đặc biệt nếu tam giác là tam giác đều cạnh a 
thì 
a2xJ3 
T 


Từ các công thức rất đơn giản đó chúng ta có 
thể giải một số bài toán khó. 


§= 





NGÔ THẾ PHIỆT (Đà Nẵng) 


L Tính tỉ số hình học 


ABC. Trên các 
cạnh BC, CA và AB của tam giác lần lượt lấy 


Bài toán 1. Cho tam giác 


các điểm AI,B,,CI sao cho các đường thẳng 
AAi, BBị, CC đồng quy tại P. 
a) Chứng minh rằng 


AB, 


ABP_ _ 
BC" 


SgcP 
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b) Chứng mình định lí Céva : 
AC, BẢI CBì 
ŒB` AC BA —ˆ 
Lời giải. a) Hạ AA, L BB, và CC, L BB, 
(h.1). Ta có 
2SApp = BP.AA¿. 


2Sgcp = BP.CC;. 
Vậy SAgp _ AÁ› : 
Sgcp - CC 
Mặt khác AAB¡A, đồng dạng với ACB,C; nên 
AA, _ AB, 
CŒ, ` BỊC' 
Từ đây suy ra 
SABP 
ki 





AB, 
—— (Ì 
sẻ (0 


tương tự được 


Hình ï 


SACP ch roy và SgcP _ 8Q @) 


SaAgp — AB Sacp - CIÁ 
Nhân theo từng vế của (1), (2) và (3) ta suy ra 
AC, BÀ, CB. _ 
ŒB ` AC BA ` 


II. Chứng mỉnh hai đại lượng hình học 
bằng nhau 

Bài toán 2. Cho tam giác ABC có cạnh 
BC =a, AC = b và AB = c, các đường cao từ 
đỉnh A, B, C tương ứng là h„,hụ, và h„. Gọi S là 
diện tích và r là bán kính đường tròn nội tiếp. 
Chứng minh rằng 


d) Š =5(4+b+ey 


Ù..U.. š 2Ä 
Bj— chế đc So 
EN nn ThÌn 


Lời giải 
a) Gọi 7 là tâm đường tròn nội tiếp AABC. 
Ta có : 
Š = SAnp † Sgịc † Šc¡A 


=> 2§=cr+ar+br =(a+b+c)}r (4) 
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b) Từ (4) suy ra 
“ =a+b+e @®) 
Mặt khác ta có 
“ai v2 5 
"” sợ, r2 
nên a+b+c=2S ni (6 
— \h, hy hụ 
So sánh (5) và (6) ta có 
II 1 1 25 
25 —-+—+—|=— 


Rút gọn 2S ở hai vế của (7) ta có hệ thức 
phải chứng minh. 


II. Chứng mỉnh bất đẳng thức hình học 


Bài toán 3. Cho tam giác ABC và điển O 
bên trong tam giác. Đặt BC = a, CA = b, AB = 
c. Gọi các khoảng cách từ Q đến tam giác là 
OM = d., ON =d,, OP = d., và khoảng cách 
từ Q đến cách đỉnh A, B, C là OA=R,, 
OB = Rụ,, OC = R_. Chứng mình rằng 

4) a.R, >c.d. + b.d, 

b) R,+Ry+R_>2(d, + dy + d.) 

(Bất đẳng thức Erdös) 

(Đề 48 câu II — bộ đề thi Tuyển sinh ĐH) 

Lời giải 

1) Hạ BK và 
CL vuông góc 
với AO_ (h.2). N 
Đặt ¿¡ =BK và 
a;¿ =CL 


a+daa<Sa_ (vì 


ta có 


cạnh góc vuông 

phải nhỏ hơn 

cạnh huyền) 

a.Ằ, % a;.R_ s “.ð 
3 : 


Hình 2 


Từ đó 








® 
=> SAon † SAoc Š =” 


a.R 


Lá 


cá, hái 
Đón nh sợ 
= a.R, >b.dy +cd,. (8) 








2) Bây giờ ta 
lấy điểm @' đối 
xứng với @ qua 
phân giác góc 
BAC (h.3). Ta có : 
ÓO'A=ÓOA =R, 
và (@OPE=O@'N,, 
ON =0O'P'. 

Vậy áp dụng công thức (1) cho ' ta có 
a.R,>b.d. + c.d, 


Hình 3 





bử. cả 
suyra Ñ,>—=S+=° @9) 
a a 
Tương tự có 
ad. cả 
>— « 
Ñy >~ CC +— (10) 
ad, bả 
h.  RENH( LUẠC VỤ HN. 
R > + : (11) 


Cộng theo từng vế của (9), (10) và (11) ta 
được 


Ñ,„+Ry+R, 


a b 4C b c 
PO lP GP. SH k4 TIÊN XE: ke si 
›[5 + “k, [$ + °, È tế, 


Áp dụng bất đẳng thức quen thuộc với các số 


lái So C 
dương x, y là TM Su 


suy ra R +, +. >2(d4, + dy + d.). 


$ 


có: sa : : b 
Dấu đăng thức xảy ra khi = P = 


nã nghĩa là xảy ra khi và chỉ khi 
=b=‹c, hay khi AABC đều. 

Đến đây các bạn đã làm quen với phương 
pháp diện tích. Các bạn hãy bắt tay vào việc giải 
các bài toán sau đây. 


b 
Ể 
ạ 





BÀI TẬP TỰ GIẢI 


Bài 1. Cho tam giác ABC và điểm Ó nằm 
trong tam giác. Từ Ó dựng các đường thẳng DE, 
FK, MN tương ứng song song với AB, AC, BC 
sao cho #, M nằm trên AB ; E, K nằm trên BC ; 
N, D nằm trên AC. Chứng minh rằng 


AE LBM CN _ 
AB BC CA 
Bài 2. Cho tam giác ABC đều. Lấy điểm P 
tuỳ ý trong AAĐC. Từ Ó hạ các đường vuông 
góc PD, PE, PF lần lượt tới các cạnh BC, CA, 
AB. Tính tỉ số 


1. 


PB+PE+PF 
BD+CE + AF ` 


Bài 3. Gọi r,„r,,r. là bán kính các đường 
tròn bàng tiếp của AABC tương ứng với các góc 
A,B,C và r là bán kính đường tròn nội tiếp của 
tam giác đó. 

a) Chứng minh rằng Š = pr = (p — đ)7„. 

ID hàn: 


b) Chứng minh rằng ¬ 


tr Lđã r 


Bài 4. Cho tam giác ABC có ba góc nhọn. 
Gọi H là trực tâm của AABC. Chân các đường 
cao kẻ từ A, B, € theo thứ tự là A¡,Ø;,CI. 
Chứng minh rằng 


Với tam giác nào thì xảy ra dấu đẳng thức ? 
(Đề 144 câu V — Bộ đề thi tuyển sinh ĐH) 


85 


GIẢI ĐƯỢC BÀI TOÁN CHUA HẲN LÀ KẾT THÚC 


Tìm được lời giải một bài toán thì thật sung 
sướng nhưng nếu quá vui mà dừng lại để toạ 
hưởng thì thật là đáng tiếc vì còn biết bao điều 
mới lạ vẫn còn ẩn dấu trong đó. Nếu ta biết khai 
thác bài toán vừa giải bằng cách xét các trường 
hợp tương tự, khái quát hoá thì chắc chắn sẽ 
khám phá được những bài toán mới thú vị. Xin 
bắt đầu từ bài toán đơn giản dưới đây. 

Bài toán 1. Cho tam giác ABC. Gọi M là 
một điểm nào đó thuộc cạnh BC. Lấy các điểm 
ÐD trên AC và E trên AB sao cho MD//AB và 
MEIIAC (nếu M trùng B thì lấy D trùng A, nếu 
M trùng C thì lấy E trùng A). Giả sử diện tích 
các tam giác MBE và MCD là Sựpg = c?, 
SM⁄CD = bˆ. Chứng minh rằng 

Sapc = + ©)” — 

Lời giải. Đặt Supc = x”. 


Trên hình I dễ thấy AMBE œ› ACBA nên 
c MB 


x BC) 


AMC?D c› ABCA nên xã = THẺ, 
x BC 


b+c MB+MC 
Từ đó =——— 
X . BC 


=> SABC = x? =(b+c)Ÿ 


hay JSagc = AlSwcp † \`ŠMpg - 


Từ kết quả bài toán 1 suy ra ngay ŠSupx„g = 2bc. 
Dễ thấy kết quả trên vẫn đúng khi Mí trùng với 8 
(c = 0) hoặc Mí trùng với C (b = 0). 

Bài toán đã giải xong. Nhưng nếu suy nghĩ 
thêm sẽ xuất hiện câu hỏi : Nếu Ä⁄' nằm trên 
đường thẳng BC nhưng không thuộc đoạn ÖC, 
chẳng hạn M' thuộc tia đối của tia BC thì diện 
tích các tam giác ABC, M'BE', M'CD' liên hệ với 
nhau theo hệ thức nào ? 


=l—=x=b+c 
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ĐẶNG VĂN BIỂU 
(GV THCS Đông Dư, Gia Lâm, Hà Nội) 


Dựng hình 
bình hành M£'BF 
(h.1) thì Š'BƑE = 
SM'BE =Cc. Đặt 

2 
Sưcp = b”. Ấp 
dụng kết quả BT I1 
coi điểm B 
thuộccạnh M⁄C 
của ADMC thì 
b= x + c = 
ŠApBC =x = (b -= c)Ẻ. 

Tương tự khi Mí thuộc tia đối của tia CB thì 

Sapc = (c — b)”. Ta có 





Hình 


Bài toán 2. Với giả thiết như bài toán 1, chỉ 
khác là điểm M nằm trên đường thẳng BC 
nhưng không thuộc đoạn BC thì 

SAgC = (b W c}Ÿ (2) 

Ta lại xét nếu điểm Mí nằm bên trong AABC 
thì sẽ có hệ thức gì giữa diện tích các tam giác 
tạo thành bởi các đường thẳng qua M4 mà song 
song với các cạnh của AABC ? 


Bài toán 3. Qua điểm M nằm trong AABC kẻ 
các đường thẳng DK II AB, EF II AC, PQ II BC 
(D và Q thuộc AC, E và P thuộc AB, K và F 


thuộc BC). Giả sử Sựpg =c”, Sựọp =bŸ, 


Š£k£ = a?. Tính ŠApgc theo a, b, c. 


Lời giải. (h.2) 


Cách I. Áp 
dụng kết quả BT 1 
ta có 


Sapo =(b+©Ÿ, 





Sgg. =(C+ đa)”, 


SpkC = (a + ĐỀ. 


Dễ thấy 

SABC = SApo + Šggr † Špgc — 

—5pE ~ ŠMQD — SMKF 

= (b+e)2+(c+a)°+(a+b)2—c?—b2 ~a? 
=(a+b+c}. 

Ngoài ra có 

SApwp = 2PC, Šggụp = 2c, 


SCQME = 2ab. 


Hệ thức S„;c =(z+b+c)“ (3) thật đẹp, 
phải không các bạn ! 
Khi M thuộc cạnh BC thì a = 0, và ta thấy lại 
kết quả bài toán l. 
Cách 2. Đặt S„pẹ = x”. 
Từ AMKF œ AABC có SẼ - # 
BC x 
ADMO œ› AABC có TỔ 
BC x 
MP «c 
AE AABC có ——=—. 
PM œ› Cc BC Tà 
Từ các đẳng thức trên ta có 
a+b+c_ KF+MO+ MP 
x s BC 


—- KE+FC+BK _ 


BC : 


=x=u+b+c 
hay ABC = (a + b + c3. 

Còn Mí nằm ngoài AABC như ở hình 3 thì 
Sao ? 

Trường hợp M thuộc góc xÂy 

Sử dụng kí hiệu và lập luận tương tự cách 2 
lời giải BT 3 ta thấy (h.3) các tam giác MKF, 
EPM, DMQ đều đông dạng với AABC nên có 
4_KF c MP b_MO 
x BC` x BC` x BC) 
a-b-c_KF-MQ-MP _ KF-CF-KB _ 

8 —ˆ BC - BC ` 

=x=da-bh-c, 


từ đó 


1 





Vậy Sa¿zc =(œ-b-—c)°. Khi M thuộc Ax 
hoặc thuộc Ay thì b = 0 hoặc c = 0 ta thấy lại 
kết quả bài toán 2. 


Ỳ 
P 





Hình 3 


Trường hợp M' thuộc góc BAC nhưng nằm 


. ngoài AABC 


Lập luận tương tự như trên ta có (h.3) 
SApc = x?= (b+e—a)? 

Khi M thuộc cạnh BC thì a = 0, ta thấy lại 
kết quả bài toán 1. 

Khi M nằm ngoài AABC mà ở các miền khác 
hai trường hợp trên ta cũng có các hệ thức tương 
tự. Ta đã chứng minh được bài toán sau. 

Bài toán 4. Cho điểm M nằm ngoài AABC, 
M thuộc góc BAC hoặc góc đối đỉnh của góc 
BAC. Qua M kẻ các đường thẳng DKI/AB, 
EFIIAC, PQIIBC (D và Q thuộc đường 
thẳng AC, E và P thuộc đường thẳng AB, K và 
F thuộc đường thẳng BC). Giả sử Sụpg = cỄ, 
5MQD = bẺ, SMKE = dẺ, thế thì SABC =(b+c —a)Ẻ. 

Tóm lại từ bài toán 1 khá đơn giản ta dẫn 
đến xét các bài toán 3 và 4 tổng quát hơn, xét 
đủ các vị trí tương đối của M đối với tam giác 
ABC. Các bạn hãy thử giải bài toán dưới đây rồi 
tìm ra những bài toán mới tổng quát hơn. 

Bài toán. Cho tam giác ABC, Gọi M là một 
điểm nào đó thuộc cạnh BC. Lấy các điểm D 
trên AC và EÈ trên AB sao cho MD//AB và 
ME!!IAC. Chứng minh rằng 


BA CA 
SABC = BE " MBE + CD ^MCD 


8ï 


THAY ĐỔI ĐIỀU KIỆN THỨ YẾU TRONG BÀI TOÁN 
HÌNH HỌC 


Khi nghiên cứu kĩ chứng minh các bài toán 
hình học ta thấy một số điều kiện là thiết yếu, 
còn một số điều kiện khác đóng vai trò thứ yếu, 
không có ảnh hưởng lớn đến phương pháp giải. 
Nếu thay đổi điều kiện thứ yếu này ta sẽ hiểu 
thực chất mối liên hệ giữa giả thiết và kết luận, 
từ đó sẽ dẫn đến bài toán tổng quát hơn. Xin 
minh hoa điều trên qua các bài toán đưới đây. 

Bài toán 1. Cho hình vuông ABCD. Lấy 
điểm M trên cạnh BC. Đường thẳng AM cắt 
đường thắng CD tại P. Đường thẳng EF vuông 
góc với AM trong đó E, F tương ứng nằm trên 
AB, CD. Đường phân giác của góc DAM cắt 
CD tại K. Chứng mình rằng 

a) EF = BM + DK 

l | | 
——>=——x+——. 
AB? AM” AP? 

Lời giải (h.I) 


A E_ 8B 
M 
N DF K C P 
Hình ï 


a) Kẻ AN L AM, cắt đường thẳng CD tại N 
thì ANFE là hình bình hành nên £Ƒ = AN (1) 

Ta có ĐAN = BAM, AD=AB, ADN = ABM 
= 90” nên AADN = AABM = BM = ND, 
AN =AM (2) 

Mặt NAK =KAD+DAN = 
KAM + BAM - KAB = AKN nên NA = NK (3) 


khác có 
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NGUYỄN ĐỨC TẤN 
(GV TP. Hô Chí Minh) 


Kết hợp (1) (2) (3) ta có EF =AN=NK = 
ND+ DK = BM + DK. 


b) Ta có WAP = 90”. Trong ANAP vuông tại 
A với đường cao AD ta có 


1 1 1 


——=—+—. 
AD? AN? AP? 


Từ đó và (2) suy ra S c S 
AB AM AP 

Nhận xét. Điều mấu chốt trong đường lối 
giải trên là vẽ thêm AADN để có AADN = 
AABM. Nếu ở đề bài thay điều kiện ABCD 
hình vuông trở thành hình chữ nhật (h.2) thì 
trong lời giải sẽ có AADN œ› AABM => 
AN _DN _AD 


Tư “hư p=! ( > 0). Lúc đó ta có 


A E B 
M 
N D K F C P 
Hình 2 


a) KFỪF=AN=NK=ND+DK =t.BM +DK 
1 1 l 
Da y2 
AD AN AP 
6D coi, 
AB. AM ` AP? 
Ta có bài toán tổng quát hơn bài toán I1 





b) 


như sau. 


Bài toán 2. Cho hình chữ nhật ABCD với 


AD = !.AB (t > 0). Lấy điểm M trên cạnh BC. 
Đường thẳng AM cắt đường thẳng CD tại P. 


Đường thẳng EF vuông góc với AM trong đó E, 
F tương ứng nằm trên AB, CD. Đường 
phân giác của góc DAM cắt CD tại K. Chứng 
mình rằng 

a) EF =r.BM + DK 


Ị 1 n 
PONT DI. 2U TH. 
AB AM AP 
Bài toán 3. Cho góc xPy = 120” và điểm A 
nằm trên tia Px. Dựng tam giác đều ABC sao 
cho B thuộc tia Py và C thuộc tia phân giác của 
sóc xPy. Gọi Q là giao điển của AB và PC. 
Chứng minh rằng : 

1 1 l 
——=——+—-: 
PQ_ PA PB 
Lời giải. Lấy điểm 

D trên tia đối của tia 
Py sao cho PD = PA 
(h3). Do APD =1 = 
60” nên AAPD là đều 
= PD = PA = AD (4) 





Hình 3 


Ta có Pì = P2 = P3 = 60). Trong AABD có 
POI/ DA nên theo ÐL Thales thì 
PB_DB_ PB+PD_ PB PD 





PO” DAT DA DA DA 
1L 1 PD 
*” PQ ˆ DA ` DA.PB G 
Từ (4), (5) có : : : (6) 


PO ` PA ` PB 

Nhận xét. Điều mấu chốt trong đường lối 
giải trên là vẽ thêm AAPD đều để có PQ /! AD. 
Nếu thay điều kiện góc xPy từ 120” trở thành œ 
(0°< œ, 180”), thì góc P = APD = 180” - œ 
không đổi. Điều kiện AABC đều cho phép xác 
định được điểm C khi biết điểm Ö trên tia Py, 
lúc đó không cần yêu cầu điểm C thuộc tia phân 
giác của góc xPy. 

Ta xét hai trường hợp mở rộng bài toán 3. 

a) Giả sử điểm C nằm bên trong góc xPy 
(h.3). Kẻ AD // PC cắt đường thẳng PB tại D. 


Gọi AH, DK lần lượt là đường cao của AAPD 
(có thể không đều) thì : 


PAsinh = AH = DAsin = DAsin(œ-;) (7) 


PDsinh = DK = DAsin PAD = DAsmP; (8) 


Vì PQ //¡ AD nên vẫn có (5). Thay (7), (8) 
"“ _ sin(œ - P,) sin 
vào Ô) đỨợE TP PasmP PRinn C7 


Trường hợp riêng của hệ thức (9) là hệ thức 
(6) khi œ = 120” và P, = P; = P; = 60). 
Khi cho œ = 90° hệ thức (9) trở thành 


_] cosÐ sin 


PQ PA PB ` 








b) Ta xét xem khi xPy = œ thì điểm € nằm 


trên đường nào ? Dựng bốn tam giác đều A8C 
và ABC", PAE và PAF, thì điểm E, E' cố định 


(h4). Ta có AC = AB = AC, EAC = PAB= 
E'ÁC', AE = AP = AE' nên AAEC = AAPB = 
AAEC'. Từ đó AEC = APB = AE'C' =o. 





E' 


Hình 4 


Như vậy khi AABC và AABC' là đều còn B 
chạy trên tia Py thì điểm C chạy trên tia E¡ và 
điểm C chạy trên tia Er và điểm #' chạy trên tia 
E. (Các bạn tự chứng minh phần đảo). 

Ta có bài toán tổng quát hơn bài toán 3 
như sau. 

Bài toán 4. Cho góc xPy = ø (0° < ø< 
180) và điểm A nằm trên tia Px. Dựng! am giác 
đều ABC sao cho B thuộc tia Py. Gọi Q là giao 
điểm của AB và PC. 
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a) Với C là điểm nằm trong góc xPy, chứng 
mình rằng 
sin APC 

PB 


sin APB _ sinBPC 
PQ PA 








b) Từm quỹ tích của điểm C khi điểm B di 
động trên tia Py. 

Các bạn hãy thử thay đối điều kiện thứ yếu 
trong bài toán hình học nào đó để sáng tạo ra 
bài toán mới. 


ỨNG DỤNG CỦA MỘT HỆ THỨC VỀ TỈ SỐ DIỆN TÍCH 


Trong bài viết này, chúng ta sẽ đề cập đến 
một ứng dụng của một hệ thức hình học xuất 
phát từ công thức tính diện tích S¿xpc = 


2 AB.AC. sin A và được phát biểu như sau. 


Nếu một đường thẳng cất hai cạnh AB, AC 
của tam giác ABC tại 8, C' thì 


Sagc: _ AB'.AC" 
Sạc  AB.AC 


Việc chứng minh hệ thức (1) khá dễ dàng và 
xin nhường cho bạn đọc. Dưới đây thông qua 
một số bài toán, chúng tôi muốn chỉ ra rằng sử 
dụng hệ thức (1) có thể giải được một số bài 
toán hình học khá ngắn gọn. 

Bài toán 1. Cho fam giác ABC có AM là 
trung tuyến. Một đường thẳng d cắt cạnh AB, 
AC và AM lân lượt tại E, F và L Chứng mình 
rằng 





q) 


Lời giải. (hình 1) A 
Do SABC = 

= 2SABM E 
2SACM nên Sử 

dụng hệ thức (1) có 


2AE.AF _ 2S pp 
AB.AC ˆ 


M C 
Hình I1 








SABC 


NGUYỄN ĐỨC TRƯỜNG 
(GV THCS Đa Tốn - Gia Lâm, Hà Nội) 











- _2SApT_ _25AJƑ_ — AE.AL - AF.AI 
2SApM 2SACM AB, AM” AC.AM ` 
AI.AC AI.AB 
ừ đó ———— =2. đ : 
Từ đó TM AF AM AE Suy ra đpcm 


Bài toán 2. Cho góc xÓy nhọn và điểm M 
nằm trong góc đó. Đường thẳng d đi qua M cắt 
Ox, Óy lần lượt tại A, B. Xác định vị trí đường 
thẳng d để diện tích tam giác OAB đạt giá trị 
nhỏ nhất. 

Lời giải. Qua 
M kẻ ME !! Oy 
và cắt ÓOx tại E, 
kẻ MF // Ox và 
cất Oy tại F thì 
E, F cố định 
(h2). Theo hệ 
thức (1) và sử 
dụng bất đẳng 
thức 





O F 


4xy<(x+ vŸ có 
OE OF 
_ØA`OB 


SOEF__ 
SoAp 


1 lo TÀI 
<—.Ì  —+—}† 
4\ÓOA OB 
ca TH) KT: 
=4 AE AB 4 
> SOAB > 4.SoEƑ› mà SOEE không đổi nên 
ĐI , OE_ OFE 
SOAB nhỏ nhất bằng 4SoErF khi OATOB 


hay đ/! EF. 


Bài toán 3. Trên ba cạnh AB, BC, CA của 
tam giác ABC lân lượt lấy M, N, P sao cho 
AM _BN CP _ 

MB NC PA_ 


Tìm k để SNP = sac: 


Lời giải. (hình 3) 
Từ giả thiết có 
AM _ BN 
AB_` BC 
h.... b 
— CA k+I P 
ạ MB _ NC 
AB BC B 
_PA._I 
_— AC k+l" 
Từ hệ thức (1) có 
SAwmp _AM AP __— k— 
Sasc AB `AC_ (+1? 


Hình 3 











Tương tự ta có CHMN- „.— 5 
5ABC_ (k+l) 

SCNP. & =.. Từ đó có SMNP. 

SABC_ (k+l) SABC 


~ SABC ~ ŠAMP ~ ŠBMN ~ ŠCNP 
SABC 








Để có SMNP - Š thì 1_ —. 
ABC Ö (&(+Uf 8 


 (k+1)? =8k © k? -6k+1=0. 


Bài toán có hai nghiệm # =3+2V2 và 


<3 2 V7, 


Bài toán 4. Cho hình bình hành ABCD. 
Trên các cạnh BC, CD lần lượt lấy các điểm M, 
BM CN ñ 

N sao cho CM“2DN” k. Gọi P, Q theo thứ 


tự là giao điểm của AM, AN với BD. 


a) So sánh diện tích của PMNQ và APQ 


b) Tính diện tích tam giác AMN theo k theo 
diện tích của ABCD. 


Lời giải. (h.4) 
a) Áp dụng hệ thức (1) có 
SAMN _ AM.AN 
Sapog  AP.AO 
_ AP+PM AO+QN -(I: mi 
— AP ` AO - 
Theo giả thiết có 
BC _ BM+CM 
BM C BMC 


b®Sz4 
Thể sa 
DN”—PN đ s 
= 142k 4) Hình 4 

Theo định lí Thales và (3), (4) thì 





QN 
'áo) 


M 


DC _ DN+CN 


AP AD BC linh 

QN_DN _DN _IL_ 

AQ AB DC_ 2k+l' 
Thay vào (2) được 





Er3in Hà cnlỦe Tỷ 
So ÓC EPIC -2PAI 


_ 2k+1 2&k+l) _ 
`, #1" 2+1. -” 








Suy f3 Špj/NQ = ŠAPQ- 


b) Chú ý rằng S¿gcp = 2ŠAgc = 

= 2SADC = 2ŠCBD- 

Áp dụng hệ thức (1) và (3) có 
Šapm _ BA.BM _ BM _ _k 
SApc BABC BC” k+l 
SApN _ DA.DN _DN _ 1 
Sapc_ DADC” DC ” 2k+t' 


CB DC 2k+l 
T5IÊ0 chg Sh FếI GN: II” 
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Từ đó và từ hệ thức (1) có 


SAMN _ 
SABCD 
= SABCD —Š4BM —SADN —SŠCMN 
SABCpD 
5ABM__ SADN _ SCMN 


2SApC  2S5Apc  2Šcpp 


hố... nan 
2(#+1 2k+!1 (@+1)2k+l) 
— 2k?+2k+]l 
— 2@+1)(2k+1)' 


Sử dụng hệ thức (1) sẽ thuận lợi khi giải một 
số bài tập sau. 

Bài 1. Cho hình bình hành ABC?D. Gọi E, F, 
Œ, K lần lượt là trung điểm các cạnh AB, BC, 
CD, DA. Tính diện tích đa giác là phần chung 
của các tứ giác AGCF, BGDK, CEAK, DEBF 
theo diện tích của hình bình hành. 


Bài 2. Trên các cạnh AB, BC của tam giác 
ABC lần lượt lấy các điểm E, F (khác các đỉnh). 
Gọi D là giao điểm của AF và CE. Chứng minh 

àng >BEE. SBEF. _ 5DEF 

ŠAgC_ SpAc. 


Bài 3. Trên cạnh AB, BC, CD, DA của tứ 
giác ABCD lần lượt lấy các điểm P, Q, R, 5 sao 
ọ 4 _ BQ _CR _ DS 


RD k. Xác định & sao 


°pg _—Q0C- 


cho Špoạs = ø ŠABCp- 


Bài 4. Cho góc xÓy và điểm M nằm trong 
đó, một đường thẳng đ qua M cắt Óx, Oy theo 
5OMA -ŠOMB 

SOAB 
có giá trị không phụ thuộc vào cách chọn đường 
thẳng 4d. 


thứ tự tại A, 8. Chứng minh rằng 


RÈN LUYỆN NĂNG LỰC TƯ DUY THÔNG QUA VIỆC 
KHAI THÁC CÁC BÀI TOÁN 


Việc tìm ra lời giải một bài toán nhiều khi 
không phải là quá khó, nhưng thực ra sau mỗi 
bài toán có biết bao điều lí thú. Nếu người thầy 
không biết khơi dậy ở học sinh óc tò mò, sự tìm 
tòi khám phá những gì ẩn sau mỗi bài toán mà 
chỉ giải xong bài toán là kết thúc thì việc dạy 
học trở nên nhạt nhẽo. Điều quan trọng là nếu 
sau mỗi bài toán tìm được một chuỗi bài toán 
liên quan từ dễ đến khó thì có thể rèn luyện 
năng lực tư duy sáng tạo cho học sinh, đồng 
thời kiến thức sẽ được mở rộng hơn, hệ thống 
hơn. Sau đây là một số thí dụ minh hoạ. 

Bài toán 1. (bài toán gốc). Cho góc xÓy và 
một điểm I cố định trên tia phân giác Ot. Đường 
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HOÀNG NGỌC CẢNH 
(GV THPT Năng khiếu Hà Tĩnh) 


thẳng d thay đổi luôn đi qua điểm l, cắt các tia 
Óx, Óy lần lượt tại w N. n minh rằng giá 


trị của biểu thức oữtÐN là hằng số. 
Lời giải. 
Dựng hình ỳ 
thoi ODIE với 
D, ÈE thuộc Óx, 


Óy tương ứng 
(h.1). Lúc đó các 





điểm D, E cố 
định và 0D =4 D M`# 
không đối. 


Ta có 


a4 IE ID IN IM _J 
ØM TON ` OM `ON ` MN ` MN 


1 | 1 
”öM *öN Pa tdrem). 
Ta có thể khái quát hoá bài toán khi xét 
điểm 7 nằm trong góc xÓy. 


Bài toán 2. Cho góc xÓy và một điển Ì cố 


định nằm trong góc đó. Đường thẳng d thay đổi 
luôn đi qua điểm l, cắt các tia Ox, Oy lần lượt 
tại M, N. Lấy điểm D, E trên các tia Ox, Óy sao 
cho IDII Oy và IE/I Ox. Đặt OD = a, OE = b. 


b 
Chứng minh rằng 2m +—— -TTIỀO 
Chú ý rằng 
D, E cố định nên : 
a, b không đổi 


(h.2). Chứng 
minh tương tự 
bài toán I.1. 





Tiếp tục cho 
điểm / chuyển từ O 
miền trong góc 


D M 


SH Hình 2 
x0y ra miền 


ngoài góc đó ta có bài toán sau. 


Bài toán 3. Cho hai đường thẳng xx và yy 
cắt nhau tại điểm O. Một điểm I cố định nằm 
ngoài các góc xOy, xOy'. Đường thẳng d thay 
đổi luôn đi qua điểm l, cắt các tia Ox, Oy lần 
lượt tại M, N. Lấy các điểm D, E trên các đường 
thẳng xx, yy sao cho ID !! yy và IE !! xx. Đặt 

B \ » a b 
OD = a, OÈ = b. Chứng mình rằng OM  DN 


luôn là hằng số. 


Chứng minh tương tự các bài toán trên, chú ý 

rằng (h.3) nếu điểm ! nằm trong góc xÓy thì 

a b " : 

F17 REY,TTIỀN -1, còn nếu điểm / nằm trong 
b 


góc y'Ox thì c1 ~ ON 


Một cách biến đổi bài toán là xét mệnh đề 
đảo của các bài toán 2 và 3. Để làm giảm mức 
độ phức tạp của giả thiết có thể chuyển việc xét 
biểu thức chứa hai tham số a, b về biểu thức 


chứa một tham số k = : như sau. 





Hình 3 


Bài toán 4. Cho hai đường thẳng xx và yy 
cắt nhau tại điểm O. Đường thẳng d thay đổi 
cắt các tia Ox, Oy lần lượt tại M, N. Nếu tồn tại 


số k sao cho —— luôn bằng một hằng số 


| k 
OM TON 
khác 0 thì đường thẳng d luôn đi qua một điểm 
cố định. 


1 k 1 
Lời giải. Giả sử ——— OM Ì ÔN Ta 

a) Xét trường hợp & > 0, lúc đó z > 0. Dựng 
điểm D trên tỉa Ox sao cho ÓD = a thì OD < OM 
(h.2). Kẻ Di // Oy và cắt đoạn thẳng MN tại !. 
Lấy điểm E trên tia Óy sao cho ÓE = !D thì 
ODIE là hình bình hành. Chứng minh tương tự 


các bài toán 1, 2 ta có —— 
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l OE I 


OM “HD: ODON_ OD' 
ÓOE 

“==k = OE=kOD=ka>0. Vậy D, E 
GOD 

đều là điểm cố định nên / là điểm cố định nằm 


trong góc xÓy. 


Từ đó và giả thiết suy ra 


b) Với trường hợp k < 0. Cần xét z > 0 hoặc 
a <0. Chứng minh dành cho bạn đọc. 


c) Với k = 0 thì M là điểm cố định cần tìm. 


k ON 
om TöN VỆ ?,1riDn gi 


nên các đường thẳng đ song song với nhau. 


Chú ý rằng khi 


Ta lại có thể thay đổi giả thiết bằng cách xét 
một điểm cố định nằm trong ba góc trong của 
một tam giác. 


Bài toán 5. Cho tam giác ABC với Ï là tâm 
đường tròn nội tiếp. Đường thẳng d thay đổi 
luôn ấi qua điểm I, cắt các cạnh AB, AC và tia 
CB lần lượt tại M, N và P. Chứng mình rằng giá 
trị biểu thức sau là không đổi. 

AB_ AC _ BC 
AMBM ANCN  BPCP 

Lời giải. Dựng các hình thoi AGIK,BEIF, 
CRIS (h4). Do BMP = FMI > MBI = IBE = 
BỊF > FIM = BPM  BP > BM. 





94 


Đặt AG = m, BE = p, CR = n. Theo bài toán 
2, 3 ta có 


l | 1 1 l H 


AM T AN “m` CN TCP n” 


Cộng các hệ thức này theo từng vế rồi biến 
đổi ta có điều phải chứng minh. 


Đặt biệt hoá bài toán 5 ta có bài toán 6. 


Bài toán 6. Với giả thiết của bài toán 5, 
trong tam giác ABC đêu, cạnh bằng a, chứng 
mình rằng 


1 1. 2 l 9 


“ AM.BM `ANCN ` BPCP r2 


Tiếp tục phát triển các bài toán trên ta có 


Bài toán 7. Cho hình bình hành ABCD. 
Đường thẳng d thay đổi, cắt các đoạn thẳng AB, 
AD, AC lần lượt tại các điển M, N, P. Chứng 
mình rằng : c ——+?:—— cuc 

AM AN AP' 


Bài này dành cho bạn đọc tự giải. Mời các 
bạn tiếp tục khai thác thêm các bài toán mới. 


VỀ MỘT BÀI TOÁN CỰC TRỊ HÌNH HỌC 


Cực trị hình học là một đề tài luôn hấp dẫn 
những người yêu toán. 

Bài viết này nhằm trao đổi cùng bạn đọc 
xung quanh một bài toán đơn giản về cực trị 
hình học, giúp ta giải một số bài toán khác 
khá hay. 

Bài toán gốc 

Cho đường tròn 
tâm O bán kính R, 
dây cung BC (khác 
đường kính) và A là 
điểm chuyển động 


ng 
trên cung lớn BC. 
Xác định vị trí của 
điểm A để diện tích 
tan giác ABC lớn 
nhất. 





Hình 


Bài toán có nhiều cách giải. Sau đây là một 
cách giải điển hình. Gọi P là điểm chính giữa 
của cung lớn B (h.l). Vẽ tiếp tuyến xy của 
đường tròn (Ó) tại P. 

Suy ra mọi điểm A thuộc cung lớn BC đều 
nằm giữa hai đường thẳng song song xy và BC ; 
nên Á khác P thì khoảng cách từ A đến BC nhỏ 
hơn khoảng cách từ P đến ĐC, do đó Supc < 
Špgc (sử dụng kí hiệu diện tích tam giác ABC là 
ŠABC) suy ra Sapc đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ 
khi A trùng với P. 

Trong bài viết này ta xét dây cung 8C khác 
đường kính của đường tròn. 

Nếu thay cung lớn BC bởi cung nhỏ BC thì 
xét tương tự. Nếu A chạy trên cả đường tròn thì 
phải so sánh hai giá trị tìm được. 

Từ bài toán gốc có thể khai thác để dẫn đến 
các bài toán mới. 

Bài toán 1. Trong tất cả các tam giác ABC 
có độ dài cạnh BC và góc BAC không đổi, tìm 
tam giác có đường cao AD lớn nhất. 


NGUYỄN ĐỨC TẤN 
(TP. Hồ Chí Minh) 


Từ bài toán gốc nếu lấy hai điểm E, F cố 
định trên đường thẳng BC thì ŠS¿zr lớn nhất khi 
và chỉ khi A trùng với P. 

Ta có bài toán 2. 

Bài toán 2. Cho BC là dây cung cố định của 
đường tròn (O) ; E và F là hai điểm cố định 
thuộc đường thẳng BC, A là điểm chuyển động 
trên cung lớn BC. Xác định vị trí của điểm A để 
điện tích tam giác AEF đạt giá trị lớn nhất. 

Ta lại biết khi A chuyển động trên cung 
lớn ØC thì tâm / của đường tròn nội tiếp 
tam giác ABC chuyển động trên cung chứa góc 
œ=90° + ~= đựng trên đoạn 8C, nằm cùng 


phía với điểm A đối với đường thẳng BC. 

Do đó S;gc đạt giá trị lớn nhất © / = " © 
A =P(† là điểm chính giữa của cung chứa góc œ) 

Ta có bài toán 3 sau. 

Bài toán 3. Cho BC là dây cung cố định của 
đường tròn (O). A là điểm chuyển động trên 
cung lớn BC , ! là tâm đường tròn nội tiếp tam 
giác ABC. Xác định vị trí của điểm A để diện 
tích tam giác IBC đạt giá trị lớn nhất. 

Và nếu chú ý rằng khi A chuyển động trên 
cung lớn BC thì trực tâm H thuộc cung chứa 
góc B = 180”— BAC dựng trên đoạn BC, nằm 
cùng phía với điểm A đối với đường thẳng BC. 

Do đó S„„pc đạt giá trị lớn nhất © H = H' © 
A =P. (H là điểm chính giữa của cung chứa góc 
B). Ta có bài toán 4 sau. 

Bài toán 4. Cho BC là dây cung cố định của 
đường tròn (O), A là điểm chuyển động trên 
cung lớn ñ©. Gọi H là trực tâm của tam giác 
ABC. Xác định vị trí của điểm A để diện tích 
tam giác HBC đạt giá trị lớn nhất. 


95 


Nếu gọi K là trung điểm của BC thì dễ dàng 
chứng minh được AH = 2OK (không đổi), AD là 
đường cao của tam giác ABC thì AD lớn nhất 
HD lớn nhất. Ta lại có bài toán mới. 

Bài toán 5. Cho BC là dây cung cố định của 
đường tròn (O), A là điểm chuyển động trên 
cung lớn BC. Gọi H là trực tâm và AD là đường 
cao của tam giác nhọn ABC. Xác định vị trí của 
điểm A để đoạn thẳng HD có độ dài lớn nhất. 

Gọi AD, BE, CG là các đường cao của tam 
giác ABC với H là trực tâm. 

Từ tam giác AEG đồng dạng với tam 
giác ABC, suy ra GÈ = BC cosA, hoặc từ ®.GEÈ = 
R.AH sinA = 2OM.R sinA = OM.a, trong đó M 
là trung điểm của BC, ta chứng minh được 


SABC = 5 (ÐE +EG +ŒD), suy ra chu vi tam 


giác DEG lớn nhất © Supc lớn nhất © A = P. 
Ta đến với bài toán sau. 

Bài toán 6. Cho BC là dây cung cố định của 
đường tròn (O), A là điểm chuyển động trên 
cung lớn BC. Gọi AD, BE, CG là các đường cao 
của tam giác ABC. Xác định vị trí của điểm A để 
tam giác DEG có chu vi lớn nhất. ` 

Bài toán sau đây (bài 4, thi học sinh giỏi 
toán quốc gia lớp 9, 1995 — 1996) có thể đưa về 
bài 2 ở trên. 

Bài toán 7. Cho đường tròn tâm C nằm 
trong góc xÓy mà đường tròn (C) không có 
điểm chung với các cạnh của góc xOÓy. Hãy tìm 
trên đường tròn (C) một điểm M sao cho tổng 
các khoảng cách từ M đến hai đường thẳng 
chứa các cạnh của góc xÓy là nhỏ nhất. 


Hướng dẫn giải. 

Gọi Øz là tia 
phân giác của góc 
xOy và PO là 
đường kính của 
đường tròn (C) 
mà PQ // Oz. Giả 
sử P ở gần điểm 
Ó hơn (h.2). Từ Q 
kẻ đường thẳng 
AB L PO, cắt Ox, 
Óy theo thứ tự tại 
A, B. Gọi MD, 
ME, MF tương ứng là các đoạn thẳng vuông góc 
với AB, ÓA, OB. Chú ý rằng AB và ÓA = OB 
không đổi, Soxpg không đổi. Từ Soap = ŠoA + 
SMOB + SMAB SUY ra ME + MF nhỏ nhất khi và 
chỉ khi MD lớn nhất, điều này xảy ra khi M 
trùng với điểm P. 

Trong bài toán này cũng có thể tìm điểm M 
để ME + MF lớn nhất. 

"Gia công” bài toán gốc, ta có bài toán hay 
sau. 





Bài toán 8. Trong tất cả các tứ giác nội tiếp 
trong đường tròn tâm Q bán kính R tìm tứ giác 
có điện tích lớn nhất. 

"Họ hàng" với bài toán gốc là bài toán sau. 

Bài toán 9. Cho đường tròn (O), dây cung 
BC và A là điểm chuyển động trên cung lớn 
(cung nhỏ) BC. Xác định vị trí của điểm A để 
chu vì tam giác ABC lớn nhất. 

Các bạn hãy tìm nhiều lời giải cho bài toán 9 
và tìm các bài toán mà khi sử dụng kết quả bài 
toán 9 có thể cho lời giải đẹp. 


PHÁT TRIỂN TỪ MỘT BÀI TOÁN HÌNH HỌC 


Trong bài báo này chúng tôi muốn giới thiệu 
với các bạn một số kết quả khai thác từ một bài 
toán giúp bạn đọc hiểu được rõ quá trình tạo lập 
bài toán mới từ bài toán ban đầu, tìm được 
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LÊ DUY NINH 
(Nguyên GV trường ĐHSP Hà Nội 2) 


nguồn gốc của bài toán và bước đầu làm quen 
với tập dượt sáng tạo toán học. Trước hết ta hãy 
xét một kết quả hết sức quen thuộc. 


Bài toán 1. Cho ram giác ABC và điểm ï 
trong tam giác đó. Các đường thẳng AI, BỊ, Cl 
cắt các cạnh BC, CA, AB lân lượt tại A', B, C. 
Chứng minh rằng 

VN Na 
AA' BB` CC' 

Lời giải. Gọi SỊ, Sa, S4, S là điện tích các tam 

giác IBC, !CA, IAB và ABC theo thứ tự. Khi đó 


=l Œ) 





ta có các hệ thức về tỉ số diện tích 
lA' ho S, ÍP. 6S IC S 
AA hy § 'BB 5S CC SỞ 
/A' IB' IC)' = St + _ 
1a'rgpteŒ 7T = I1 (đpcm). 
` lA „1B TC 
TRỘ) Có âr BB hóc: 
_ mm ce]* 
` AA' BB' CC' 
lIA  IB TC 
VẬY TA: ng: 1 cết =2 @ 


A. Vận dụng các hệ thức về tỉ số diện tích và 
các bất đẳng thức Cauchy, Bunyakovski dễ 
chứng minh được lần lượt các kết quả sau : 


AA' BB' CC' 

TAY * Tạ * TếT kẻ 

lA IB TC 

——+——¬—— > 

TA TỊP' t1 >6 4) 

IA' IB' TC. 3 

— >— 

1A ` TB ` TC `2 G) 
lA IB IC 


Từ (4) và (Š) rút ra không 


IA"IB''IC' 
cùng lớn hơn 2 ; không cùng nhỏ hơn 2 (6) 
AA" = CC. 9 


AE .PANE7oNNEEÌ ) 
/!A IB IC 

“ra È 

IA' IB' IC' k @) 
AA' Ea cCC' 

P”YJY/-110Y/200 116i 6 


7.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


AA` BB' CC" ` 21 

IA IB ICC 8 

Ngoài các BĐT từ (1) đến (10) chúng ta còn 
có các kết quả sau với ø là số nguyên dương. 


q0) 


q1) 








q12) 











(13) 











<7 


2n n <2" 
mà ar + | ppt † “le: < "46 


Dấu đẳng thức xảy ra trong mỗi BĐT trên 
khi và chỉ khi 7 là trọng tâm AAĐC. Xin hướng 
dẫn chứng minh một số BĐT. 


° Áp dụng P3 ` St), và BĐT (8) ta có 
BĐT (11) khi n = 


LIA „ |IB [E 
/A' IB`” 
3 HIA 1B !C NT 
>3\ 1A'IB'`IC" >3 =3? 
e Từ (1) và BĐT (10) ta có BĐT (12) khi n = 2. 


la |BB` , |CC' 
IA VIB ÝĩC 


q14) 





(15) 


e Áp dụng BĐT Bunyakovski và (1) ta được 
BĐT (14) khi ø = I. 


NA an ra 

"“WVAA' Vpp`_ ÝYCC' 

!A' 1B IC' 

AA'  BB' ` 'ấc)~#ê 
Mời các bạn chứng minh tiếp các BĐT 

còn lại. 





lA 





02+12+2| 2G 


B. Ta có thể mở rộng các bài toán nêu trên 
sang không gian bằng phương pháp tương tự. 
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Bài toán trong không gian được chứng minh nhờ 
áp dụng hệ thức tỉ số thể tích giống như việc áp 
dụng hệ thức tỉ số diện tích trong hình học 
phẳng. Cách làm này góp phân rèn luyện kĩ 
năng chuyển hoá các tính chất hình học giữa 
mặt phẳng và không gian, từ đó thấy được mối 
liên hệ khăng khít giữa hai loại bài tập hình 
học này. 

Bài toán 2. Cho tứ diện ABCD và điểm Ï 
nằm trong tứ diện đó. Các đường thẳng AI, BI, 
C1, DI cắt các mặt đối diện lần lượt tại A', B, 
C', D'. Chứng minh rằng 


JIA' 1B IC` ID 


AA' BB' CC - DD' 





E-.5.JE0 „<<. Ê! xà -Il =1 ụ 

AA'BB'"CC' ` DP' q) 
Lời giải. 
1A h _ Ygcp I8 _ VYiAcp.., 
AA` hạ VApCD BB VApcp 
JC` _ ViApp , ID _ ViApc 

' + ' D' 

Do đó SON. II. ƒC_. ID _ 


TẤT” ỊBP TẾT nh 6) 
IA  IB IC ID : 
TAY TTpr† Tết*1pr 312 (4) 
JA 8: TẾT ¿ cá 4 
1A ` TBE ` TC Tp 3 K) 
lA IB IC ID ` h 
TA"'TB'TC TP" không cùng lớn hơn 3, 
không cùng nhỏ hơn 3 (6) 
1A IB T T” 3 
/!A IB IC ID : 
Nesisif-.-iiWNsu-ol line ` 
TÃ"'TB' TC" TD' 2 5Ì K? 
AA' BB' CC' DD' 
ÿ7VJ,.TI§/2l0. XNƯNG Ø) 
mà . — _DD Tê tÊ 


AA' ` BB' "CC" Ì DD' ˆ 
- YiBcp † ViAcp + YlAgp + ŸjApC _ | 
VABCD 





Tương tự như ở phần I, chúng ta có các kết 
quả sau với ø là số nguyên dương : 
/A 1B 1C ID 


AA'” BB' * cổ” ppr “` = 
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AA' BB'` cc' DD' 4 

LÒ " " " >4"— 
TA ` {TP TY TE TP Y 
AA' BB'` cc' DD' 

" " " n—— »át ; 
IA V18 ` {TC ` ŸTP' >4/4 Q3) 
/A' IP [0à ID 2n 22n—] ' 

2n — _+2n —— +2n —~ +2n——” < 
TK: TT: œ1 jDg <4 (14) 

2A IA TL ca = tì sg <2l3 42m1 (15) 


Xin mời các bạn tự kênh minh các bất đẳng 
thức (1') —- (15). Rất mong các bạn tìm được các 
kết quả tương tự giữa hình học phẳng và hình 
học không gian từ các bài toán khác. 

LTS : Toà soạn nhận được một số kết quả 
tương tự, cùng nội dung với bài báo này của bạn 
Nguyễn Hữu Hậu, K38D, khoa Toán, ĐH Vinh. 
Mong nhận được các bài báo khác của bạn. 











(awø.2 


NHÌN BÀI TOÁN 
TỪ NHIỀU HƯỚNG 


[2/7/15 //1/12 


VẤN ĐỀ NGHIỆM VÀ NGHIỆM KÉP 





CỦA PHƯƠNG TRÌNH. 


VỀ LỜI GIẢI CỦA MỘT BÀI TOÁN CƠ BẢN 


Trong các kì thi tuyển sinh vào đại học, ta 
thường gặp các bài toán xét phương trình bậc 
hai có ít nhất một nghiệm trong một khoảng 
hoặc một đoạn, chẳng hạn : 

Xúc định a để phương trình 

(a+1)x? —(8œ+1)x+6a =0 
có đúng một nghiệm thuộc khoảng (0; 1). 
(Đề 18 câu H, Bộ đề tuyển sinh vào Đại học) 

Lời giải bài này trong cuốn Hướng dẫn giải 
đề thi tuyển sinh vào Đại học quá vắn tắt nên 
học sinh không rõ muốn giải trọn vẹn thì phải 
xét những trường hợp nào với điều kiện gì. 

Lời giải thứ hai của bài này trong cuốn Giải 
đề thi tuyển sinh đại học — chuyên đề Đại số 
(NXB Tp. Hồ Chí Minh) viết : 

Phương trình 

ƒŒ) =(a+1)xŸ - (8a +1)x + 6a =0 
có đúng một nghiệm thuộc khoảng (0 ; 1) © 


TRẦN TỨQUẢNG 
(GV THPT Huỳnh Thúc Kháng, Vĩnh, Nghệ An) 


a+l=0 có một nghiệm 
ng =0 thuộc (0; 1) 
a+lz0 
A=0 
lo 8a +] 
2(a +1) 
IS” 


/@)./@) <0. 


c(0;]) 


Cả hai lời giải trên đều dẫn tới đáp số đúng 
là : mợi a z0, tuy nhiên việc ghi điều kiện cần 
và đủ ở lời giải thứ hai là chưa chuẩn xác. 

Về vấn đề này, khi xét trường hợp tam thức 
bậc hai ƒ(+) có hai nghiệm, một số sách có nêu 
định lí : 

Điều kiện để tam thức bậc hai ƒ{x) có hai 
nghiệm, trong đó có một nghiệm nằm trong 
(z; Ø), còn nghiệm kia nằm ngoài, là 2).ƒ(/) < 0. 
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(Cuốn 1 : Một số phương pháp chọn lọc để 
giải các bài toán sơ cấp, tập L của khối 
PTCT-ĐHTH HN 1983, cuốn 2 : Phương trình, 
bất phương trình và hệ phương trình của 
Đ.H.T.1997), 

Thực ra điều kiện ƒ(z).ƒ(Ø)<0 là điều 
kiện cân và đủ để fx) có một nghiệm thuộc 
(œ; Ø) và một nghiệm nằm ngoài [œ ; đ|. 

Như vậy ngoài các điều kiện ở lời giải thứ 
hai nói trên, ta cần xét thêm hai trường hợp sau 
(trong trường hợp tam thức bậc hai ƒfx) có hai 
nghiệm phân biệt với § là tổng hai nghiệm đó) : 


ƒ(z)=0 #Œ)=0 

aƒ(Ø0)>0; ]a.f(œ)>0 

Š 5 

j nh 2< 
Như vậy : 


Điều kiện cần và đủ để phương trình 
dx?+bx+c= 0, trong đó ƒ(z) = ax? + bx + C, 


= _ nếu z # 0, chỉ có một nghiệm thuộc 
khoảng (ø; Ø) là : 
a=0 


x=——€(#;) 


pm 
ƒ(z).ƒ(Ø) <0 
a#0 
ƒ(z)=0 
4ƒ >0;5 >ø 
a#z#0 
ƒŒ)=0 
“.ƒ(4) >0;Š < Ø 
az#0,A=0 
ˆ 5 
x== e(z;/Ø) lở 
2a 


Trong thực hành giải hai loại toán này, ta 
nên xử lí các trường hợp (3), (4) bằng cách giải 
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#a) = 0, ƒØ) = 0 để tìm giá trị cụ thể của tham 
SỐ, rồi thay giá trị này vào phương trình ban đầu 
sẽ được phương trình bậc hai với hệ số thực, sau 
đó giải phương trình này và kiểm tra xem có 
một nghiệm nằm trong khoảng (z ; /Ø) còn 
nghiệm kia nằm ngoài khoảng đó hay không. 

Chẳng hạn hãy áp dụng điều kiện cần và đủ 
nêu trên vào thí dụ sau : 

Tìm m để phương trình 

mà” + (1 ~Äm)x + 60m — 1) =0 
có đúng một nghiệm thuộc khoảng (0; 2). 
(Đề thi vào Học viện quân sự 1995) 

Lời giải. Đặt Ñ@) = moỄ + (7 — 8m)x + 6m — 1) 

1) Xét với m = 0 thì phương trình ƒ{z) = 0 có 
dạng 7x ~ 6 = Ú = x= Ở e (0; 2). Vậy m= 0 
thoả mãn điều kiện bài toán. 

2) Với m z 0, phương trình ƒx) = 0 có 
A@)= 40m? - 88m + 49, tam thức này có 
A(m) = 7740 — 7840 < 0 nên A(+) > 0, do đó 
phương trình +x) = 0 có đúng một nghiệm thuộc 
khoảng (0 ; 2) khi và chỉ khi : 

/@).ƒŒ@)<0 
ƒ@)=0 
m.ƒ(2)>0 
Sm — 7 

2m 
@)=0 
m.ƒ(0) >0 
Sm — 7 

2m 


(6) 


Œ) 
>0 





(8) 





<2 


m<Ìl 


* Giải (6) : 6n — LJ(8 — 6n) <0 © 4 
m ° 


* Giải (7) : 0) = Ö C© m = 1 nên fx) = 0 có 


=0 + : 

dạng x*-x=0© Ề thoả mãn điều kiện 
X. 

bài toán : có đúng một nghiệm Ì c (0 ; 2) còn 

nghiệm kia 0 £ (0; 2). 


* Giải (8) : Ø2) = 0 s m = 2 nên +) = 0 


có dạng 4x2 ~ IIx+6=0» 1” 


điều kiện bài toán : có đứng một nghiệm : c(0;2) 


còn nghiệm kia 2 £ (0; 2). 


Vậy các giá trị tham số mm thoả mãn đề bài 


m<] 
là : 
m> 3 
Lưu ý : Nếu sử dụng điều kiện f2). < 0 
m<] 
ta chỉ tìm được các giá trị 4 
]†m>a 


Rất mong các bạn tiếp tục trao đổi thêm về 
vấn đề này. 


QUỸ TÍCH ĐẠI SỐ 


Trong các kì thi vào đại học, chúng ta 
thường gặp những bài toán có dạng : Trên mặt 
phẳng toạ độ tìm quỹ tích điểm M(x ; y) thoả 
mãn tính chất 7. 

Ta gọi đó là bài toán quỹ tích đại số. 

Để hiểu rõ hơn về lớp bài toán này, chúng tôi 
đưa ra một số phương pháp giải bài toán quỹ 
tích đại số. 


A. LÍ THUYẾT 

Khi giải bài toán quỹ tích đại số ta thường 
xét ba vấn đề : 

1) Điểm chạy Mí(+x ; y) có phụ thuộc tham số 
không ? 

2) Tính chất 7 (điều kiện quỹ tích) mà điểm 
chạy ẤM(x ; y) phải thoả mãn cần biểu thị qua 
phương trình (hay bất phương trình) của x, y 
như thế nào ? 

3) Giới hạn quỹ tích @ của M (Phần đảo của 
bài toán quỹ tích) : @ có thể là một đường, một 
miền nào đó trên mặt phẳng toạ độ hoặc chỉ 
gồm một số điểm rời rạc. 

e Nếu Q là một đường thì giữa các toạ độ 
(x; y) của các điểm thuộc @ phải có một hệ 
thức nào đó #(x ; y) = 0, hệ thức ấy chính là 


NGUYỄN PHÚ CHIẾN (Hà Nội) 


phương trình của đường Ó và gọi là phương 
trình quỹ tích. : 

e Nếu Q là một miễn trên #Ÿ thì giữa các toạ 
độ (x ; y) của các điểm thuộc Q thường có liên 
hệ dưới dạng bất phương trình. Để chỉ ra miền 
Q, ta phải viết được phương trình các đường 
biên của Q. 


B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TOÁN QUỸ TÍCH 
ĐẠI SỐ 


Trường hợp 1. Điểm chạy M(¿‹ ; y) phụ thuộc 
tham số m. 
Bước I. Biểu diễn các toạ độ của điểm chạy 
qua tham số m dựa vào điều kiện 7, ta có hệ : 
[; = xớứn) Œ) 
y= yữn) (2) 
Bước 2. Khử m từ hệ (1) và (2) được hệ thức 
liên hệ giữa x, y là phương trình quỹ tích 
FŒ, y)=0 @) 
Bước 3. Giới hạn quỹ tích. 
e Nếu tham số m biến thiên tuỳ ý thì quỹ tích 
là toàn bộ đường cong cho bởi phương trình (3). 
Ký hiệu đường cong đó là (đ)). 
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e Nếu tham số m chỉ biến thiên trong miền 
(z) thì từ (l) suy ra x chỉ biến thiên trong 
miền (đi). 

Ta xét minx(n), maxx(n) để chỉ ra quỹ tích 
chỉ là một phần của đường (đ¡) vẽ trong (øi). 

Trường hợp 2. Điểm chạy M(¿ ; y) không 
phụ thuộc tham số z. 

Bước I. Chuyển từ điều kiện quỹ tích 7 đối 
với điểm chạy M(zx ; y) về điều kiện đối với các 
toạ độ (+x ; y) của nó. 

Bước 2. Giải điều kiện ấy để tìm ra hệ thức 
hoặc bất đẳng thức liên hệ trực tiếp giữa x, y. 

Chú ý. Quỹ tích trong trường hợp này thường 
là miền. 


C. CÁC THÍ DỤ 


Thí dụ 1. Cho họ đường cong y= x—~2+ = (4). 


Tìm quỹ tích điểm cực đại, điểm cực tiểu của 
đồ thị. 
Lời giải. Miễn xác định là mọi x # 0. 
xả, 3) m x?—m 
Ta có y'=l—->=——z— 


À“ X. 


Để tồn tại giá trị cực đại, cực tiểu, phương 
trình y` = 0 phải có hai nghiệm phân biệt : 


x°—m = 0 có hai nghiệm phân biệt (nghiệm 
phải khác 0) © m > 0 (Ø). 
Khi đó y'=0 ©x= Vm hoặcx= -vm 
Bảng biến thiên : 








Quỹ tích điểm cực đại : Từ bảng ta thấy 
điểm cực đại có hoành độ x=-m <©> 


x+<0 
2 (øi) 
mm=x 


102 


Do điểm cực đại nằm trên đồ thị hàm số (4) 
nên ta có phương trình quỹ tích là 
2 
y=x-2+—=2x-2. 
x 


Do x phải thoả mãn (ø¡) nên quỹ tích điểm 
cực đại là một phần của đường thẳng y = 2x - 2 
có hoành độ x < 0. 

Quỹ tích điểm cực tiểu : Từ bảng ta thấy 
điểm cực tiểu có hoành độ x=Vm <> 


x>0 
2 (œ›) 
M—x 
Do điểm cực tiểu nằm trên đồ thị hàm số (4) 
nên ta có phương trình quỹ tích là 


2 
y=xz-2+Š =2x-2. Do x phải thoả mãn 
X 
(ø;) nên quỹ tích điểm cực tiểu là một phần của 
đường thẳng y = 2x - 2 có hoành độ x > 0. 
Thí dụ 2. Cho Parabol y = 3Ý. 


Tìm m để đường thẳng y = mx — m cắt 
parabol tại hai điểm A, B và tìm quỹ tích trung 
điểm I của đoạn thẳng AB. 


Lời giải. Đường thẳng y = mx — m cắt y = x” 
tại hai điểm ©> Phương trình x” — mx + m = 0 có 
hai nghiệm 


©A=m -4m >0 
© m <0 hoặc 4 < m (œ) 
Gọi /(x, y) là điểm thuộc quỹ tích cần tìm với 


điều kiện (Ø) ta có : x = z0 ++X¿) 
trong đó x¡, x;¿ là nghiệm của phương trình 
x”~ mx +m=0 
1 m : SA DI 
=x= 2 +x;)= Ey (theo định lý Viète) 


>m= 2x. 


Do {x ; y) nằm trên đồ thị hàm số y = mx — m 
nên ta được quỹ tích điểm /x ; y) là 


y=2x(2x-l)= 2X~ <x; 


Do m thoả mãn (ơœ) nên 5 <0 hoặc 2< 5 suy 


ra x < 0 hoặc 2 < x (an). 
Vậy quỹ tích cần tìm là phần parabol có 
phương trình y = 2x — 2x vẽ trong (đi). 

Thí dụ 3. Tìm quỹ tích giao điểm của họ 
x +(2m —1)x + m? +m+] 


v* +mˆ2 


đường cong y= 
—m+l 


với Ox, Óy. 

Lời giải. Gọi A(O ; y) là giao điểm của đồ thị 
đã cho với Óy. Khi đó phương trình (với x = 0) 
mì +m + 
m)—m+] 
Phương trình (m” - m + 1)y = m” + m + 1 có 
nghiệm 


dạng y= (Ấn m) có nghiệm <> 


— >0 với mọi m) 


s3 ( ) 
(Vì m”—m + l=|m—~ Hộ 


2 


© Phương trình (y — l)m” - (y+ 1)m+y—1= 
0 có nghiệm 


IEN: h y-1z0 
C 
y+1z0  |A=@+J-4@-IJŸ>0 


| 
«©y= lhoặc lạ 
(Œœ~3)@y-1)<0 
yzl 1 
©Sy= lhoặc + Ị © ~<y<3 (œ) 


Vậy quỹ tích giao điểm của họ đường cong 
với Óy là một đoạn trên trục Óy có tung độ thoả 
mãn (œ). 

Gọi B (x ; 0) là giao điểm của đồ thị đã cho 
với Ox. Khi đó phương trình 


x? +(2m-—1)x+m” +m+] 


5 =0 có nghiệm 


x2 +m?—=m+] 
© phương trình x” + (2m — 1)x + m” +m+1=0 
có nghiệm 
2 
| 
(vì XÃ + mỸ ~ m + I=xŸ+ (»-2]) tà>0 


với mọi x, }) 


© Phương trình m” + (2x + 1)m +xÖ— x+1=0 
có nghiệm 
©®A=(2x+1)}~4@2—x+1)>0 
©8r~3>0©x> 


Vậy quỹ tích giao điểm của họ đường cong 
với Óx là một khoảng trên trục Óx có hoành độ 
thoả mãn (øi). 


(aI) 


Thí dụ 4. Tìm quỹ tích những điểm trên mặt 
phẳng toạ độ có khoảng cách đến đường thẳng 


y= = và đến điểm lo 2) là bằng nhau. 


Lời giải. Gọi A(x ; y) là điểm thuộc quỹ tích. 


I-[=‹(-3 
Al— 1 


Khi đó |y+— 








4 4 
đều không âm) 


lân LÀN 
<> (›+‡) =x2+y-z] (do cả hai vế 


©y=3#. 

Vậy quỹ tích cần tìm là parabol y = x:, 

Thí dụ 5. Cho hàm số y = xˆ 

a) Tìm quỹ tích những điển mà từ đó có thể 
kẻ được hai tiếp tuyến tới đồ thị. 

b) Tìm quỹ tích những điển mà từ đó có thể 
kẻ được hai tiếp tuyến vuông góc với nhau tới 
đồ thị. 

Lời giải. a) Gọi AQ, ; yạ) là điểm thuộc quỹ 
tích. 

Tiếp tuyến là đường thẳng (2) qua ÁŒ ; yạ) 
nên có phương trình y = k(x — xạ) + Yọ. 

(2) là tiếp tuyến tới đồ thị đã cho 

© phương trình x7 = k& -— x¿) + yạ có 
nghiệm kép 

© phương trình xŸ - kx + kx¿— yạ=0 (1) 


có nghiệm kép 
©A=kˆ~ 4x, — yạ) =0 
© k~ 4kx¿ + 4y¿= 0 (2) 
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Ta cần tìm xạ, yạ để (1) có nghiệm kép với 
hai giá trị của &. 

© Ta cần tìm x¿, y„ để (2) có hai nghiệm 
phân biệt 

©A= (24)  ~ 4y¿>0 

©ye< +‡. 

Vậy quỹ tích những điểm mà từ đó kẻ được 
hai tiếp tuyến tới đồ thị là những điểm nằm dưới 
parabol y = x:. 

b) Gọi 8(x„ ; yạ) là những điểm mà từ đó có 
thể kẻ được hai tiếp tuyến vuông góc với nhau 
tới đồ thị. Gọi #j,k; là các hệ số góc của hai 
tiếp tuyến ấy. 

Khi đó phương trình (1) có nghiệm kép với 
k¡, ka thoả mãn k¡k; = —l 

© phương trình (2) có hai nghiệm #\, k¿ 
thoả mãn K,k¿ =—l © _ =-l © y =-a: 

Vậy quỹ tích cần tìm là đường thẳng 


Am. 
y= 4' 





D. BÀI TẬP TỰ GIẢI 
Bài 1. Tìm quỹ tích tâm đối xứng của họ 
đường cong 
— mx+2 
_ x+m~-l' 


x +1 





Bài 2. Cho hàm số y = 

a) Tìm quỹ tích những điểm có thể kẻ được 
hai tiếp tuyến tới đồ thị. 

b) Tìm quỹ tích những điểm có thể kẻ được 
hai tiếp tuyến vuông góc với nhau tới đồ thị. 

Bài 3. Cho họ đường cong 


2mx + m” + 22m 
—..x `. 

Tìm quỹ tích những điểm trên mặt phẳng toạ 
độ mà có đúng một đường cong của họ (H„„) 
đi qua. 


Bài 4. Giả sử hệ phương trình 


y=x?+a 
x=y?+b 


cặp số (z ; b) nào đó. 


luôn có nghiệm duy nhất với 


Gọi nghiệm đó là (xu ; yạ). 

Tìm quỹ tích của điểm Ms, ; y¿) khi a, b 
biến thiên. 

Bài 5. Cho y= x+2x2 +1. Tìm quỹ tích 


những điểm thuộc Øy mà từ đó có thể kẻ được ít 
nhất một tiếp tuyến tới đồ thị hàm số. 


BẬC CỦA THAM SỐ VÀ HÌNH BAO CỦA HỌ ĐƯỜNG THẮNG 
y=ƒ(x, m) 


Khi nghiên cứu hàm số đa thức y = f(x, mm), ta 
đã biết nếu bậc cao nhất của đối số x là bậc nhất 
thì đồ thị là một họ đường thẳng, bậc hai thì đồ 
thị là một họ đường cong parabol, bậc ba thì đồ 
thị là một họ đường cong bậc ba, v.v... Như vậy 
bậc cao nhất của đối số x quyết định dạng của 
đồ thị. Còn bậc của tham số mm, nếu thay đổi nó 
có ý nghĩa gì đối với họ đồ thị ? 
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Để trả lời cho câu hỏi này, ta hãy nghiên cứu 
họ đường thẳng y = ƒfx, m) với tham số zn có bậc 
khác nhau. 

1. Họ đường thẳng có tham số bậc nhất 

Họ đường thẳng này có một trong hai dạng sau : 

y=mx + a (ý ) hoặc y = ax + m (2) 
(z là hằng số, m là tham số) 


Khi m thay đổi họ (4) là một chùm đường 
thẳng quay quanh điểm A(0 ; 2) cố định ; họ 
(2) là một dãy đường thẳng song song có hệ số 
góc là tanz = a và đi qua điểm (0 ; m). 

Nhờ tính chất này ta có thể giải được những 
bài toán dạng sau. 

Bài toán 1. Tìm những giá trị của a sao cho 
ứng với mỗi giá trị của a bất phương trình sau 
đây có nghiệm âm 

x?+|x—a|<3 Œ) 


Lời giải. Từ (1) ta có 3— x2 > |x — al. 

Vì vế phải dương nên bất phương trình chỉ 
có nghiệm âm khi -⁄3<x<0. Lúc đó đồ 
thị hàm số y = 3 — xˆ là một cung của parabol 
y=3-~ + với -3 <x<0. Vế phải y = |x - a| 
là họ đường gấp khúc hình chữ "V" có đỉnh (z ; 0) 
chạy trên trục hoành. Nghiệm của bất phương 
trình là những giá trị của x làm cho đường gấp 
khúc nằm phía dưới cung parabol (h. l). 





Hình l 
Nhánh y = x - a của đường gấp khúc nằm 
dưới parsbol khi a > = &hia=-<—,y=x~a 


tiếp xúc với y = 3 — x2) ; nhánh y = ø — x của 
đường gấp khúc nằm phía dưới parabol khi z < 3. 


Vậy đáp số của bài toán là = <a<3. 


2. Họ đường thẳng có tham số bậc hai 


Họ đường thẳng này có một trong hai dạng 
sau : 


2 


y=mx+m () hoặc y= m^x + m. 


Ta chỉ xét dạng y = mx + m” (€). Với điểm 
MŒz ; y) trong mặt phẳng toạ độ nếu phương 
trình () : m” + mx — y = 0 có hai nghiệm phân 
biệt 7n¡, mạ thì có hai đường thẳng đ¡ : y = 
mx + mí và d.:y= mạx+ mà cùng đi qua MM. 
Nếu (4) có nghiệm kép zm = mạ thì hai đường 
thẳng đ¡, d; trùng nhau cùng đi qua Ä⁄. Nếu () 
vô nghiệm thì không có đường thẳng nào 
qua M. Việc tồn tại các đường thẳng đ, đ; tuỳ 
thuộc vào dấu của biệt thức A„= xˆ + 4y. Khi 

2 

Am = 0 ta có y= Xt và đồ thị của nó là 
parabol P ứng với (4) khi coi z là biến. Parabol 
này chia mặt phẳng toạ độ thành hai miền : 
miền () là tập hợp những điểm Mí ở phía trên 
parabol ứng với những giá trị của x, y thoả mãn 
bất đẳng thức A„ = x“ + 4y > 0. Tại mọi điểm 
trong miền này đều có thể kẻ được hai đường 
thẳng di), đ; tiếp xúc với P. Miền (I) là tập hợp 
những điểm M ở phía dưới P ứng với những giá trị 
x, y thoả mãn A„=+” + 4y < 0. 





Hình 2 


Tại mọi điểm trong miền này không thể kẻ 
được đường thẳng nào tiếp xúc với P. Còn chính 
trên P là tập hợp những điểm M có toa độ (x ; y) 
thoả mãn phương trình x”+ 4y = 0. Tại mỗi 
điểm của P có một đường thẳng duy nhất tiếp 
xúc với P (h.2). Trong trường hợp này 
người ta gọi P là hình bao của họ đường thẳng 
y=mx+ mẺ. Suy rộng ra ta có định nghĩa 

Hình bao của họ đường thẳng y = f(x, m) với 
tham số m là đường mà tại mỗi điểm của nó 
đều tiếp xúc với ít nhất một đường thẳng của họ 
y =ƒ(x, m). 
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có hai nghiệm trong đó ắt hẳn phải có nghiệm 
kép (bạn đọc tự suy luận lấy) thì qua M có hai 
đường thẳng. Nếu (2) có một nghiệm duy nhất 
thì qua M có một đường thẳng. Để tìm được 
hình bao của họ (2) ta hãy tìm điều kiện để 
phương trình (2`) có nghiệm kép. 

Theo định lí Bézout nếu œ là nghiệm kép của 
phương trình fx) = 0 thì +) = œ« — ø) Q0). 

Do đó ø cũng là nghiệm của phương trình 

ƒ)=0hay2(x~ø)@(x)+(x—ø)ŸØ(x) =0, 


từ đó nếu m là nghiệm kép của (2) thì nó thoả 
mãn hệ : 


JMfSoi TU IE 
=> 


3m” +x=0 y=-2mẺ. 
Khử m để tìm mối liên hệ giữa x, y ta được 


27y? + 4x” =0. Với mọi x < Ö ta có 
y=‡#—=V-x @®) 


đây chính là phương trình hình bao của họ (V). 
Bằng phương pháp khảo sát thông thường ta 
được đồ thị của (5) là đường cong (C) như ở 
hình 4. 





Hình 4 


Hình bao (C) chia mặt phẳng thành hai miền : 
miền (I) bên phải (C) là tập hợp những điểm 
MŒx ; y) thoả mãn 4x” + 27y” > 0, tại mỗi điểm 
trong miền này (chẳng hạn điểm M;) chỉ có một 
đường thẳng tiếp xúc với (C). Miền (II) bên trái 
(C) là tập hợp những điểm M(¿ ; y) thoả mãn 


4x" + 27y” < 0, tại mỗi điểm trong miền này 
(chẳng hạn điểm M;) có thể kẻ được ba đường 
thẳng tiếp xúc với (C) ứng với ba nghiệm zm, 
mạ, mạ. Còn chính trên (C) : 4x” + 7y” = 0, với 
mỗi M(x ; y) có thể kẻ được hai đường thẳng 
tiếp xúc với (C) ứng với hai nghiệm zm¡ và mm; = ma. 
Từ sự nghiên cứu hình bao của họ đường 
thẳng (2) ta được kết quả "thú vị" sau đây : 
Phương trình bậc ba xẻ px + =0 (xem p như 
*, q như —y trong phương trình (2) ta được 
phương trình mè” + mp - q = 0 (#) có nghiệm 
hay không tuỳ thuộc ở biệt thức ổ= 4p” + 274. 
Với 
ổ > 0 phương trình (2) có một nghiệm 
duy nhất, 
ở = 0 phương trình (Z) có hai nghiệm (một 
đơn, một kép), 
ổ < 0 phương trình (Z) có ba nghiệm 
phân biệt. 
Bài toán 4 
1. Tìm giá trị của m để phương trình 
Z — mộ +1) =0 (Ó@ 
có ba nghiệm khác nhau. 
(Đề thi đại học năm 1976) 
2. Với giá trị nào của m đồ thị hàm số 
y=x)—1+m(x- l) Œ) 
tiếp xúc với trục hoành. 
(Đề thi đại học năm 1975) 
3. Với giá trị nào của k phương trình 
kx”+(2—k)x+2=0 (8) 
có một nghiệm duy nhất. 
Lời giải. 1. Phương trình (6) viết lại là 
x” — 3mx — 3m = 0 để có ba nghiệm phân 
biệt thì biệt thức 
ổ= 4p” + 214” = 4(3m)” + 21(-3m) phải âm 


hay mˆ(9 - 4m) < 0 = m> H 
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2. Để đồ thị hàm số (7) tiếp xúc với trục 
hoành thì phương trình 

x”— l + m(— 1) =0 hay xŠ + mx — ứn + 1) =0 
phải có nghiệm kép, do đó biệt thức ổ= 4m + 
270n + 1)” = 0, dễ thấy được phương trình này 
có nghiệm zw = —3 và m = cả: 

3. Để phương trình (8) có một nghiệm duy 
nhất ta xét : 

a) Nếu k = 0 thì (8) trở thành 2x + 2 = 0 và 
có nghiệm duy nhất x = —l. 

b) Nếu & # 0 thì (8) trở thành 

2 2 
3 —— — —= 
x* 'l§ 1Ìx+ P 0. 
Để nó có nghiệm duy nhất thì biệt thức 
3 2 
2 2 2 

ø=4(2-1) +2/(2) >0. Đặt "? ta 
được 

4” + 15/2 + 12 — 4 = (4: — 1)ự + 2)” >0, 


: l gi 1 
dođó:>7 hay Pa] =>0<k<8. 


Vậy phương trình (8) có nghiệm duy nhất 
khi 


0<k<8. 


MỘT SỐ BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1. Cho hàm số 
_ ứm~=2)x~ Ứm” —2m +4) 
y= Xx—m 
a) Chứng tỏ rằng đồ thị hàm số luôn tiếp xúc 
với hai đường thẳng cố định. 
b) Tìm các điểm trên mặt phẳng mà đồ thị 
không đi qua dù z lấy bất cứ giá trị nào. 
(Đề số 57 — Đề thi tuyển sinh vào đại học) 
Bài 2. Xác định m đề phương trình 
x)+mx2—1=0 có một nghiệm duy nhất. 
Hướng dẫn. Đặt ! = x + 


Bài 3. Cho một góc vuông xÓy. Một đường 
thẳng đ thay đổi cắt Óx tại A, Óy tại B tạo thành 
tam giác ABC có diện tích không đổi S. Chứng 
minh rằng các đường thẳng ở đó luôn tiếp xúc 
với một đường cong cố định. 


HỌ ĐƯỜNG CONG TIẾP XÚC VỚI MỘT ĐƯỜNG CỐ ĐỊNH 


Trong các kì thi tuyển sinh vào đại học và 
trong Bộ đề Toán thi tuyển sinh ta thường gặp 
các dạng toán sau đây. 

Chứng minh họ đường cong (C„) có phương 
trình y = ƒx, m) với m là tham số, luôn tiếp xúc 
với một đường (D) cố định. 

Xin giới thiệu bốn phương pháp giải dạng 
toán này. 

1. Phương pháp nghiệm kép 


Giả sử họ đường cong (C,„) tiếp xúc với 
đường (D) có phương trình y = ø@). Khi đó 
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trong phạm vi chương trình phổ thông bài toán 
được thoả mãn khi f+x, mm) = g(x*) có nghiệm kép 
với mọi z. Từ điều kiện này ta sẽ tìm được ø(x). 
2. Phương pháp tìm điểm cố định 
Bước I. Tìm điểm cố định (nếu có) 
Mẹo; yọ) € (Cm„) : y = Ñ+x, m). 
Bước 2. Chứng minh ƒ'(x¿„ m) = k không đổi. 
Bước 3. Kết luận (C„„) luôn tiếp xúc với 
đường thẳng y = k(x — xạ) + yọ. 


3. Phương pháp tách bộ phận nghiệm kép 

Bước 1. Biến đổi 

[zứŒm)x+ đữn)Í 
^Â(x,m) 

2 <k e Ñ\ và #+x) không chứa mn (*). 


ƒx, m) = +7(x) trong đó 


Bước 2. Xét phương trình tương giao x, m) 
= &) © [aựn)x + /(m)]Ÿ = 0 có nghiệm kép 
_ —8Œn) 


°® gớứn) ` 





Bước 3. Kết luận (C,,) luôn tiếp xúc với 
đường cố định (D) có phương trình y = 2#{z) tại 
tiếp điểm ẤM, (xe ; yŒ@)). 


4. Phương pháp tìm tập hợp điểm mà họ 
đường cong không đi qua 


Bước I. Tìm tập hợp điểm mà họ đường cong 
không đi qua, chẳng hạn toạ độ của các điểm 
này thoả mãn bất phương trình #ø(+x,y)< 8(+x,y). 


Bước 2. Dự đoán đường cong cố định (DÐ) có 
phương trình ø(+x, y) = Ø6(+x, y). 


Bước 3. Chứng minh (C„) : y = ƒ(x, m) luôn 
tiếp xúc với (Ð) : œ(x, y) = Ø(x, y). 

Bình luận. 

1. Phương pháp 1 (thường sử dụng trong Bộ 
đề Toán) là phương pháp tư duy theo lối kinh 
điển tức là : Nói đến sự tiếp xúc là phải nghĩ 
ngay đến yếu tố nghiệm kép. Đây là phương 
pháp giải cơ bản đối với dạng bài toán mà biết 
trước dạng của đường cố định (D). 

Tuy nhiên cách giải này dài, tính toán phức 
tạp, dễ nhầm lẫn và đặc biệt nó không thích hợp 
với các bài toán chưa cho biết dạng của đường 
cố định (D). 

2. Phương pháp 2 chỉ sử dụng được khi họ 
(C„) chứa đựng yếu tố luôn tiếp xúc với một 
đường thẳng cố định tại một điểm cố định. Nếu 
sử dụng được thì việc tính toán sẽ đơn giản hơn 
so với phương pháp l. 

3. Phương pháp 3 cho cách giải rất ngắn gọn 
và độc đáo. Điểm khác biệt cơ bản so với hai 
phương pháp trên là phương pháp 3 giải quyết 


được lớp các bài toán chưa cho biết dạng của 
đường cố định (D). 


Muốn sử dụng tốt phương pháp này ta cần 
chú ý các đặc điểm sau : 


e Khéo léo biến đổi ƒf(x, m) thành đạng (*) 
trong bước l của phương pháp 3. 


e Dự đoán được 1⁄{z) theo một trong hai cách : 


3.1. Dự đoán ⁄{x) bằng trực quan toán học 








_ [eữn)x+ Ø8)” vụ: a. 
3.2. Đặt g(x, m) = IS . Khi đó 
4V _ dẹ _ [eŒm)x+ Ø3] ”” — 
đn  đm - @(x,m) - 
_ —Øứm) : 21/510 - 
Xạ= an” Xét hai khả năng : 
a) Nếu x¿ = -Ê") là biểu thức có chứa m. 
œ(m) 


Khi đó ta sẽ xác định ?{+) bằng cách sau 
Bước J. Giải phương trình =0 = 
m = p@). 
; : „ý : 
Bước 2. Vì nghiệm của EPCSÒI cũng là 


nghiệm của ø(x, m) = 0 nên thế zm = p(z) vào 
hàm số y = ƒÝx, m) ta nhận được ngay y = 7{). 

-#8ứ(n) 
đựn) 
vào hàm số y = ƒ(x, m) nhận được y = b (const). 


b) Nếu xạ = 





=a(const). Thế xạ = 


Như vậy ta không xác định được ngay 
y=#@) mà chỉ biết một điểm (øz ; ở) thuộc 
y = #4) cần tìm. 

Việc khôi phục #x) phải sử dụng các biện 
pháp gián tiếp khác nhau tuỳ theo tình huống cụ 
thể của các bài toán. 

4. Về mặt hình học ta có các nhận xét sau : 


4.1. Nếu x¿ = — ——~ không phụ thuộc vào 
° _ a(m) 


m thì (C„„) luôn tiếp xúc với (D) tại một điểm cố 
định (h.1). 
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-Ø(n) 
cặn) 
(Cz„) luôn tiếp xúc với (D) tại các điểm di động 

trên (Ð) (h.2) 


4.2. Nếu x„ = phụ thuộc vào m thì 


(Cm) 


(D) 


Hình I 


(Cm) 


(D) 
Hình 2 


4.3. Phương pháp 4 thường được sử dụng khi 
(C„) là họ đường thẳng còn (D) là một đường 
cong có tính chất của hình lôi. Chẳng hạn (Ð) là 
đường tròn, elip, parabol,... Nói chính xác hơn 
đường cong (Ð) chia mặt phẳng toạ độ thành 
hai miền trái dấu ngăn cách bởi đồ thị của (D) 
(h.3, h.4). 





(D) 
(Cm) 


Hình 4 


(Cm) 
Hình 3 


Sau đây là một số thí dụ minh hoạ cho các 
phương pháp và bình luận trên. 

Bài 1. Chứng mình rằng đô thị hàm số 

_ 2x” +(I-m)x+l+m 

b x—m 
luôn tiếp xúc với một đường thẳng cố định tại 
một điểm cố định. 
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Lời giải. Phương pháp 1. Họ đô thị hàm số 
đã cho luôn tiếp xúc với đường thẳng y = ax + b 


2 = 
© phương trình 2x“ +(l—-m)x+l+m = 
X—7 

ax + b có nghiệm kép với mọi m ©> (4 — 2)xˆ + 
((l — đ}m + (b — T))x — (b + l)m - I = Ö có 
nghiệm kép với mọi zm 

©a#2vàA=(1 ~a) mˆ + (2(1 - a)Œ-~ 1) 
+ 4(a ~ 2)(b + 1))m + (b ~ 1)” + 4(a - 2) = 0 với 
mọi 

(1—a) =0 
© 42(1- b)(b - 1) + 4(T— 2)(b +1) =0 


(b— 1) + 4(aT— 2) =0 


a=] 

= l =-]. 

Vậy đồ thị hàm số luôn tiếp xúc với đường 
thẳng y = x — I tại điểm có hoành độ xạ = —l 
(x¿là nghiệm kép của phương trình bậc hai 
trên) — Yo = xạ — l =2 = Toạ độ tiếp điểm là 
C122). 

Phương pháp 2. Điểm cố định M,(x„ ; yạ) 
thuộc đồ thị © y„ = 2X. +(I—m)x¿+l+m 

Xạ—m 
VỚI mỌI 

©S (Q—y, = + #eÿ, -21x2 =xa-l=0 

VỚI mỢI m 


Xe—ÿye-l=0 
` 2 
Xg7a. “24 =1 s6 


Yo =xc¿ Í 
Xu 2 
-(x¿ +l} =0 


¿3 Ko =l 
YXạ =~2. 
Mặt khác 
2x2 — 4mx +m ~2m —l 
3.0 
(x¿ —m)Ÿ 
(m+1)? 1 
(C1I-m2 — 


Vậy đồ thị hàm số luôn tiếp xúc với 
đường thẳng cố định là tiếp tuyến với đồ thị 
tại tiếp điểm (-I ; -2) có phương trình là 
y=yŒQ)Œ&T xe) + yyạ©y=x- Ì. 

Phương pháp 3. 

_ (+?+2x+l)+x”~ứn+1)x+m 
` Xx—ứm 


2 
==—T+ứ-Ð, 


Xx— 


Vì phương trình 


tý 
CÓ lo ho goi se 
x—7m 


: 
E15) se2 0: a8506hi8i/KED.Ses.e2iungw để lhí 
x—m 
luôn tiếp xúc với đường thẳng y = x - I tại điểm 
cố định (—1 ; -2). 

Bài 2 [Đề 921.3]. Chứng minh rằng tiệm cận 
xiên của hàm số 

s (m+1)x7 ~2mx - (mì - m2 —2) 
l x—m 
luôn tiếp xúc với một parabol cố định. 

Lời giải. Biến đổi 


y=(m+ ])x+ mứn - l)+ 





X— 
= Tiệm cận xiên là y = (m + l)x + mứm — l). 
Phương pháp l. Giả sử tiệm cận xiên luôn 
tiếp xúc với parabol y = ax” + bx + c, khi đó 
để + bể + e = (m + ])x + mứn — L) hay phương 
trình ax” + (b - 1 — m)x + c — mữm — 1) = 0 có 
nghiệm kép với mỌi ? 


<a#0 và A= (1 +4a)m” + 2(1 - b— 2a)m 


+(1~— 2b + b ~ 4ac) = 0 với mọi m 
I+4a=0 HN. 
©4l-b-2a=0 > % CN 
1-2b+b?-A4ac=0 |P=5 
mm." 7ốẶŠ 
= Parabol phải tìm là y = 2 +7* T 


Phương pháp 3. Bước ïÏ. Dự đoán parabol 
\iãnftnjz.=2meiis0 
dư 











=. 
SN. S. 
Thế m = =” vào phương trình tiệm cận 
l—x lI-x(l-x 
lên đ =|——r+Ì] SebEGicoEc 
xiên được y (E.i)+SN= ) 
— —x +6x—] 
= 4 


Bước 2. Chứng minh điều dự đoán. 
Xét phương trình 


-x?+6x—] 


Œm+ ])x + m(m — Ì) = lì 


© mì +(x— l)m + 


(6x) - 
¬ 


X— 





2 
c (» + ') =0 có nghiệm kép với bất 
kì m. Vậy tiệm cận xiên luôn tiếp xúc với 


parabol y = at tấz Ta: 


Phương pháp 4. Bước l. Dự đoán. Điểm 
M(x; y) không thuộc tiệm cận xiên nào 
©y=(n + l)x + mựm - ]) 

hay mĩ + (x — l}m + (x — y) = Ö vô nghiệm 
VỚI mỌIi ?n 

=A=(Œ&- IŸ-4œ-y)<0 

+Ýˆ46#l 
4 

—xˆ+6x—] 
4 

Bước 2. Chứng minh điều dự đoán. 


>y. Đường cố định có thể 


là y= 





Xét phương trình 
—_ 2 — 
Gn+ Dx + mứnS 1= CS “ÊX— 
_ 192 
Sẽ tổ mi = =0 
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2 
-© ¬ =0 có nghiệm kép. Vậy 


parabol cần tìm là y = -z ty ng, 


Bài 3 [Đề 19Va]. Chứng minh rằng họ đường 
thẳng (Dạ) : xcosơ + ysinơ + 2cosơ + I = 0 luôn 
tiếp xúc với một đường cong cố định. 

Lời giải. Phương pháp 3. Bước l. Dự đoán. 


/@,y,đ) =0 
Giải hệ các 


cy x€COSØ + ysSinø + 2cosø + =0 
—xSinø + ycos ø — 2sin ø = 0 
(x+2)cos ø + ysin ø = —l 
© 
yCOSØ — (x +2)sinø =0 
x+2 


COSØŒ =———>—~ 
(+2) +yˆ 


Ssin# =——————>~ 
TEE +y? 


2 
J(#øÏ¬ 
(x+2# +” 


©(œw+2 +y? = 1. Đường cố định có thể là 


x+2 
c3 tờ 


đường tròn (x + 2)” + yˆ = I. 

Bước 2. Chứng minh điều dự đoán. 

Gọi /(—2 ; 0) là tam đường tròn (x + 2)” + yˆ = 1, 
ta có khoảng cách từ ¡ đến Øạ bằng 
|-2cosơ +0.sinz +2cosø + l| ` 


Xcos? œ+sin?ơ 


Vậy họ Dạ luôn tiếp xúc với đường tròn 


d,D„)= 


œ+2)°+y7= 1. 

Phương pháp 4. Bước lI. Dự đoán. Điểm 
M(x; y) không thuộc họ D„ 

© xcoSđ + ysInø + l = 0 hay 


(x + 2)cosz+ sinz= —l vô nghiệm ø <> 
Œx+ 2)” + yˆ< (LÝ = 1. Đường cố định có thể 
là đường tròn (x + 2)” + y” = l. 
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Bước 2. Chứng minh giống bước 2 ở trên. 


Bài 4. Chứng minh rằng họ đường cong 


3-m? 


147” dậy có5y 3 mạ 3 





5 
y=# 
luôn tiếp xúc với một đường cong cố định. 

Lời giải. Phương pháp 3. Bước 1. Dự đoán. 


AT dc Ty, | 


dm 2 

Thế ø = 2x vào biểu thức hàm số được 
y=x - 4x! + 3x2 — 4x? + : Đây có thể là 
đường cong cố định. 


Bước 2. Chứng minh điều dự đoán. 
Xét phương trình 


cổ. số 
x cấu ấy = S2 Le 5 = 





=IỖ - đỂ +Ẻ — A2 + Ễ 
m2 m 
Ầ© X” —M+— = (x-Z) =0 có 


nghiệm kép. Vậy họ đường cong đã cho luôn 
tiếp xúc với đường cong 


y SxỔ =4 +31) ~ A2 tổ 


MỘT SỐ BÀI TẬP ỨNG DỤNG 


Bài 1. [Đề 401.2] Chứng minh rằng với mọi 

_ ứm +l)x+m 
x+m 

xúc với một đường thẳng cố định. 

Bài 2. [Đề 1021.2] Chứng minh rằng đồ thị 
hàm số y = x” + (2m + l)x + m” — 1 luôn tiếp 
xúc với một đường thẳng cố định. 

Bài 3. [Đề 4I IV.a] Chứng minh rằng họ 
đường thẳng (D,) : y = (2p + l)x ~ p” luôn tiếp 
xúc với một parabol cố định. 

Bài 4. [Đề 1431.2] Chứng minh rằng đồ thị 
—m(x + l) + x + 2 
m(x+1)— l 
xúc với một đường thẳng cố định. 


m z 0 đồ thị hàm số y luôn tiếp 


hàm số y = ứm + 0) luôn tiếp 


Bài 5. [Đề 64I] Cho hàm số 


X? COSØ + x+Sin” cosø +sinø 
y=—————————— (a#zkz, 
À +COSđØ 


k c Z). Chứng minh rằng tiệm cận xiên luôn 
tiếp xúc với parabol cố định. Tìm quỹ tích tiếp 
điểm. 

Bài 6. [Đề 571] Cho hàm số 

_ ứn~2)x~(mˆ~2m +4) 

SN x—m ï 

Chứng minh rằng đồ thị hàm số luôn tiếp 
xúc với hai đường thẳng cố định. 
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(3m +])x — m +m 


Bài 7. [Đề 67I] Cho y = 


x+ 
(Œn + 0). Chứng minh rằng đồ thị hàm số luôn 
tiếp xúc với hai đường thẳng cố định. 

Bài 8. [Đề 14I Va] Chứng minh rằng họ đường 
thẳng (Cạ) : (x - 1)cosơ + (y — 1)sinz - 4 =0 
luôn tiếp xúc với một đường cong cố định. 

Bài 9. Chứng minh rằng họ đường thẳng 
(Dạ) : y = m + Œn # 0) luôn tiếp xúc với 


một parabol cố định. 


NHÌN LẠI KHÁI NIỆM NGHIỆM KÉP CỦA PHƯƠNG TRÌNH 
VÀ VẤN ĐỀ ĐƯỜNG CONG TIẾP XÚC VỚI TRỤC HOÀNH 


Chúng ta biết rằng điều kiện để parabol 
y=a# + bx + c tiếp xúc với trục hoành là 
phương trình øv” + bx + c = 0 có nghiệm kép và 
do đó tương đương với biệt thức A = b” — 4ac = 0. 
Đây là kết quả mà bạn đã quen biết từ khi học 
lớp 10. Tuy ở thời điểm đó sách giáo khoa 
không định nghĩa chính xác thế nào là parabol 
tiếp xúc với trục hoành, nhưng nhiều bạn bằng 
cách vẽ đồ thị đã thấy rằng parabol tiếp xúc với 
trục hoành khi đỉnh của nó nằm trên trục hoành. 
Từ kết quả này của đa thức bậc hai, người ta đã 
sử dụng thành công trong việc giải một số bài 
toán về các đường cônic. Nhưng thật đáng tiếc 
bởi từ đó không ít người đã sử dụng một cách 
tuỳ tiện kết quả trên sang cả các đường cong 
khác. Hơn thế nữa trong một số cuốn sách các 
tác giả của nó đã khẳng định không một chút do 
dự rằng : "Điều kiện cần và đủ để đồ thị hàm số 
y =x) tiếp xúc với trục hoành là phương trình 
ƒ{x) =0 có nghiệm kép". Đề thấy rõ cái sai trong 
lập luận trên, bạn hãy bình tính cùng chúng tôi 
trở lại hai khái niệm rất cơ bản là nghiệm bội 


8.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


DƯƠNG QUỐC VIỆT (Hà Nội) 


của đa thức và đường cong y = ƒ{x) tiếp xúc với 
trục hoành. 


Nghiệm bội của đa thức là gì ? 


Từ kép; nếu theo nghĩa chỉ số lượng thì nó 
tương đương với hai. Đối với phương trình bậc 
hai số nghiệm tối đa của nó là 2, vì vậy hai 
nghiệm trùng nhau được gọi là nghiệm kép. Với 
đa thức bậc cao hơn hai có thể xuất hiện nhiều 
nghiệm trùng nhau và người ta đã đưa ra khái 
niệm nghiệm bội để chỉ số lượng các nghiệm 
giống nhau của đa thức. Ưu thế đặc biệt của đa 
thức là ở chỗ : Nếu đa thức P(z) nhận œ làm 
nghiệm thì P(+) = (x - Z)QŒ) trong đó (+) 
cũng là đa thức. Nhờ kết quả này người ta có thể 
định nghĩa nghiệm bội của đa thức trên tập số 
thực như sau : 


Đa thức bậc n > l dạng P(@) = a„Ÿ` + 
đi” +... + đix + d¿ nhận số thực œ làm 
nghiệm bội k (k là số nguyên dương) nếu như 
PQ@) = & — ø)ÝQQ) trong đó Q@) cũng là một 
đa thức với O(œ) + 0. 
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Trong trường hợp đặc biệt nghiệm bội hai 
được gọi là nghiệm kép, còn nghiệm bội & = l 


&) 
được gọi là nghiệm đơn. Nếu kí hiệu P(+) là 
đạo hàm cấp ¿ của đa thức P(x) thì bạn có thể 
chứng minh một cách không khó khăn lắm kết 
quả dưới đây. 

Mệnh đề 1. Điều kiện ắt có và đủ để đa thức 

(@) 
P(0 nhận ơ làm nghiệm bội k là P(œ)=0, P(œ) =0 
(k) 
với k— 1 giá trị = 1,2....,k— 1 và P(ø) z 0. 

Khi nào đường cong tiếp xúc với trục hoành ? 

Nếu dựa vào định nghĩa tiếp tuyến của 
đường cong y = ƒ(x) tại một điểm trong các sách 
Giải tích thì đồ thị hàm số y = ƒfx) tiếp xúc với 
trục hoành nếu nó nhận trục hoành làm tiếp 
tuyến. Nhớ lại rằng, phương trình của trục 
hoành là y = 0 cho nên đồ thị y = ƒf+z) tiếp xúc 
với trục hoành tại điểm có hoành độ x„ khi và 
chỉ khi ƒ«¿) = ƒ'(x¿) = 0. Và ta có mệnh đề sau : 

Mệnh đề 2. Đồ thị hàm số y = 6x) tiếp xúc 
với trục hoành khi và chỉ khi hệ phương trình 
#9 =ƒ) = 0 có nghiệm. 

Nếu kết hợp mệnh đề 1 và mệnh đề 2, ta sẽ 
nhận được kết quả về mối quan hệ giữa tính 
tiếp xúc với trục hoành của một đa thức và 
nghiệm bội. 

Mệnh đề 3. Đồ thị hàm đa thức P(@) = a„v" 
+ "Niên +... + đix + đo bậc cao hơn 1 tiếp 
xúc với trục hoành khi và chỉ khi P(x) có 
nghiệm bội k(k > 2) (hay là có ít nhất hai 
nghiệm trùng nhau). 

Nhìn lại những sai lâm 

Nếu cho rằng điều kiện để đồ thị hàm số 
y=ƒ) tiếp xúc với trục hoành là phương trình 
#9 = 0 có nghiệm kép hoặc là có nghiệm bội 
k> 2 thì sẽ ra sao ? Sau đây chúng tôi sẽ dẫn ra 
một vài thí dụ điển hình minh hoạ cho sai lầm đó. 

Thí dụ 1. Đồ thị y = +Ÿ tiếp xúc với trục 
hoành tại x = 0, nhưng phương trình x" = 0 lại 
có nghiệm bội 3 chứ đâu là nghiệm kép ! 
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Thí dụ 2. Đồ thị hàm số y = sinx — x tiếp xúc 
với trục hoành tại x = 0O vì y(0) = y(0) = 0, 
nhưng có lẽ nào ta lại có phương trình sinx — x = 0 
có nghiệm kép hay nghiệm bội ! 

Một sai lầm tỉnh tế hơn mà chúng ta có thể 
tìm thấy trong không ít tài liệu có liên quan đến 
những bài toán dành cho các bạn ôn thi vào các 
trường đại học là lập luận sau đây. 

Hàm số bậc ba ƒ@&) = (x— xạ)(ax” + bx + c) 
tiếp xúc với trục hoành khi và chỉ khi phương 
trình fx) = 0 có nghiệm kép. 

Điều đó tương đương với : Tam thức ax” + bx + c 
nhận xạ làm nghiệm hoặc có nghiệm kép, tức là 

ax? +xy+c=0 
A =bŸ -4ac =0. 

Tế nhị là ở chỗ cả hai bước của lập luận trên 
đều sai nhưng kết quả cuối cùng lại đúng. Thật - 
vậy, bạn hãy cùng chúng tôi xem xét lại từng 
bước của lập luận này. 

Đồ thị của hàm bậc ba f+) = (x — x¿)(4x” + 
bx + c) tiếp xúc với trục hoành khi và chỉ khi 
phương trình (x - xạ)(axˆ + bx + c) = 0 có ít 
nhất hai nghiệm trùng nhau (Mệnh đề 3), điều 
đó tương đương với 


2 ` 
axs +bx¿+c=0 


q) 
A=b?-4ac =0 


Nếu cả hai điều kiện của (1) cùng xảy ra thì 
ƒ#{) nhận xạ làm nghiệm bội ba. 

Bạn cũng có thể dùng Mệnh đề 2 để chứng 
minh kết quả này. Bây giờ ta chuyển qua xem 
xét bước 2. 

Phương trình bậc ba (x — x¿)(4xŸ + bx + c) = 0 
có nghiệm kép thì nghiệm kép đó là x„ hoặc 
khác x„. Nếu nghiệm kép là x„ thì phương trình 
ax? + bx+c=0 phải có một nghiệm x„ và một 
nghiệm khác x„. Nếu (x — x¿)(4x” + bx + e) = 0 
có nghiệm kép khác x„ thì nghiệm đó chính là 
nghiệm kép của phương trình ax” + bx + c = 0. 


Vậy (x— x4” + bx +c) = 0 có nghiệm kép 
khi và chỉ khi 
dx? +hxy+c=0 
A =bŸ ~4ác >0 
3 (2) 
axc, +bx +c#z0 
A =bŸ~4œc =0 
Bạn có thể dùng Mệnh đề 1 để kiểm tra kết 
quả này. 
Thí dụ 4. Cho hàm số 
ƒ#@)=Œ-~ 1Q — 2mx + mì). 


() Tìm m để phương trình +) = 0 có 
nghiệm kép. 


(Đáp số là m = 0), 

() Tìm m để đồ thị hàm số tiếp xúc với trục 
hoành. 

(Đáp số là zm = 0 hoặc m = I). 

Điều kiện (1) và điều kiện (2) có lẽ nào lại 
tương đương ! 

Các bạn thân mến ! 

Hoá ra là lập luận : "Điều kiện để đường 
cong y = ƒfx) tiếp xúc với trục hoành tương 
đương với phương trình x) = 0 có nghiệm kép" 
chỉ có thể tin cậy được trên các hàm bậc hai, 
còn đối với các đường cong khác cần phải được 
xem xét lại cho chuẩn mực. 


MỘT SỐ VẤN ĐỀ VỀ NGHIỆM BỘI CỦA PHƯƠNG TRÌNH 


Trong sách giáo khoa phổ thông, ta mới chỉ 
đề cập đến khái niệm nghiệm kép của một đa 
thức, tuy vậy nhiều bài toán lại đòi hỏi các kiến 
thức liên quan đến khái niệm nghiệm bội (nói 
riêng là nghiệm kép) của một phương trình. 

Thí dụ : Đề 143, L2 Bộ đề thi tuyển sinh đại học. 

Chứng mình rằng đồ thị hàm số 

_ —m(x+])+x+2 
—— w(x+l)—1 VI5n0 
luôn tiếp xúc với đường thẳng cố định. 

Phần đầu lời giải là : Gọi y = a(x + 1) + b là 

đường thẳng cần tìm thì phương trình 


—=m(x+l)+x+2 
ND) 0152.248 i4 20iia = b 
P'PEĐIESI a(x+])+ 


Œ) 
có nghiệm kép với mọi r z 0, 

hay phương trình bậc hai 

am(x+ 1Ÿ+(n(1+b)—1—aw+1)—1—b=0 (2) 


có nghiệm kép với mọi z # Ö. 


PHẠM NGỌC BỘI (ÐH Vinh) 


Vì vậy, cần phải hiểu thế nào là nghiệm kép 
của phương trình và các phép biến đổi nào giữ 
nguyên nghiệm kép của nó ? 

Định nghĩa. Số w được gọi là nghiệm bội n (n 
là số tự nhiên,  > 2) của phương trình 
ƒ) = sœ) nếu các hàm số ƒ(x) và g(x) có đạo 
hàm đến cấp nø — l tại „ và số là nghiệm của 
hệ phương trình : 


ƒŒ) = g(+) 
ƒŒœ)=gŒ) 


ƒ#-Đœ) gf“ĐŒœ) 
với đạo hàm cấp ø của ƒ{2), g(x) tại w hoặc 
không xác định, hoặc xác định nhưng 
ƒ“?@) # g“)@œ) 
Khi n = 2 ta gọi nghiệm là nghiệm kép. 


@) 


(4) 
Từ định nghĩa ta thấy ngay : nếu số w là 
nghiệm bội k > n của phương trình ƒv) = g() 


thì „ sẽ thoả mãn hệ (3). 
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Ta có một số tính chất sau của nghiệm bội. 

Tính chất 1. Giả sử y = ƒ+) và y = g() là 
hai hàm số xác định trên D, khi đó đồ thị của 
chúng tiếp xúc với nhau tại điển có hoành độ 
bằng u c D khi và chỉ khi số u là nghiệm bội n 
(n >2) của phương trình ƒ(x) = eŒ) (5 

Thật vậy nếu hai đồ thị tiếp xúc nhau tại 
điểm M( ; v) thì z là nghiệm của hệ 

le =#Œ) 
ƒŒœ)=gŒ) 


Vậy số w là nghiệm bội ø với n > 2 của (5). 


(6) 


Ngược lại, nếu số là nghiệm bội ø với n > 2 
của (5) thì w là nghiệm của hệ (3) nhưng ø — l > l 
nên hệ (3) có ít nhất hai phương trình của hệ 
(6). Từ đó hai đồ thị phải tiếp xúc nhau tại điểm 
có hoành độ u. 

Khi tìm nghiệm bội của phương trình bất kì 
ta thường quy về tìm nghiệm bội của đa thức vì 
vậy các tính chất sau có ích cho việc đó. 

Tính chất 2. Số w là nghiệm bội n của đa 
thức F() khi và chỉ khi F(©) = (x — u)”.P() với 
P(&) là ấa thức khác 0O và không nhận u là 
nghiệm. 


Vậy khi đó số là nghiệm bội của đa thức 
F(x) theo nghĩa đã biết (đa thức có đúng ø 
nghiệm bằng ø). 


Chứng minh. Bằng quy nạp ta có thể chứng 
minh công thức sau (dành cho bạn đọc). 


Nếu @() và R(+) là các hàm số của x thì 
(@(+)R(@œ))® =Ø®)(x)R(x)+CLØ~?(x).R'œ) 
+ C?2O=?)(x)R"(x) +... + @(œ+)R)(x) Œ) 


a) Nếu F() = (x — ø)”P(x), dùng công thức 
(7) ta có 


(F()f = nữ — I)...(n — k + 1(x =4) ”* PC) 
+ kn(n - 1)...(n -k+2)(xS~)" #“P'(x) +... 
+ (œ+x—u}'P#)(y). 

Nên F#)(„) =0 với mọi k< n— 1. 


F©(„) = n†P() # 0. 
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b) Đảo lại, nếu w là nghiệm bội ø¡ của 
phương trình #(+) = 0 thì theo định nghĩa phải 
có (3) và (4). 

Giả sử F(x) = (x_— wø)”P(x), me Ñ, P() là 
đa thức khác 0 và không nhận „ là nghiệm. 

se Nếu ¿mm < n áp dụng công thức (7) ta có 
F*(„) z0, nhưng zm < n — 1 tức là „ không 
thoả mãn phương trình thứ z + 1 trong hệ (3). 

e Nếu m > n áp dụng (7) ta có F#)() = 0, 
với mọi k >m — 1> n, tức là F() =0, nên 
điều kiện (4) không thoả mãn. 

Vậy m = n. 

Sử dụng tính chất 2 ta có 

Tính chất 3. Giả sử b là số thực tuỳ ý, thì số 
u là nghiệm bội n của đa thức 

du” +au xÙ +... + 4X +đc 
khi và chỉ khi số u — b là nghiệm bội n của đa 
thức 
a„(x + b)” + am @+ bị” +... +ai@&+ B) + đụ, 

Tính chất 4. Giả sử f+), g(œ), h@Q, r(x) là 
các đa thức với g(w) # 0, r(u) # 0Ö thì số w là 


/@Œ) _ h(+) 
hiệm bội n của phương trình 8 
nghệ h của p Ø s09 BDING, 
khi và chỉ khi số u là nghiệm bội n của phương 
trình f*)r(z) = g(x)h(>) (9) 


Chứng mình. a) Giả sử số u là nghiệm bội n 
của (9) thì +)r(œ) — g@)h(x) = (x — w)”P(@œ), 
trong đó P(+) là đa thức khác 0, không nhận w là 
nghiệm, lúc đó xét 








rạ)- ƒG) _ R@9 _ ƒGrG)= gG28G) 
qŒ)  rŒ*) gŒ}r(Œ>) 
`..." 
NANS.EI7ETT-ETY 
Áp dụng () cho Q6)=Œ—n)", RG)=— C2 
sả vn 2n IS: hi IPET) 


ta có 


=... 
r =ñm(n- ])..(n— k+ 1).(4x— u)" gŒœ}() 





se[c 
+lm(n ~ 1).(n—=k+2)œ— 1É" “DỈ TP) J + 
ní Pũh 
g6 (Œœ kš M) lên, 


Vì vậy dễ dàng tính được F#)(w) = 0 


với mọi # < n — 1 và F(w)=m† CÁC, 


'xw)r0Ð 





Tức là là nghiệm bội ø của (8). 

b) Đảo lại, giả sử u là nghiệm bội øò của (8), 
chứng minh hoàn toàn tương tự phần b của tính 
chất 2 ta có số w cũng là nghiệm bội øò của (9). 

Dựa vào các tính chất đã nêu, ta yên tâm 
thực hiện một số phép biến đổi tương đương mà 
không làm thay đổi nghiệm bội của phương 
trình như ở các thí dụ dưới đây. 

Thí dụ 1. Ta lấy lại thí dụ [Đề 143) đã nêu 
trên. Ở đây ta sử dụng lời giải của đáp án bộ đề 
thi mà các bạn sẵn có trong tay, mặc dù có 
nhiều cách giải khác. Ta bổ sung một vài chỗ để 
lời giải chính xác, nếu không muốn nói đây là 
sự mình hoạ cho cách giải này bởi cơ sở lí 
thuyết đã nêu trên. 

Lời giải. Giả sử đường thẳng y = a(x + 1) + b 
tiếp xúc với đồ thị hàm số nói trên với mọi 
m#0, khi đó hoành độ w của tiếp điểm là 
nghiệm bội của phương trình (1) với mọi z # 0. 
Tức là u là nghiệm bội ø (với m(w + 1) # 1) của 
phương trình 
am(@x+ LŸ+ (1 +b)— 1—ax+ 1)—1—b=0 (2) 
với mọi ” z 0. 

Do tính chất 3, (2) có nghiệm bội ø khi và 
chỉ khi ømx” + Œn(1 + b) — 1 ~ a)x—1—b=0 
(10) có nghiệm bội ø. Vì (10) là phương trình 
bậc hai nên nghiệm bội là nghiệm kép, sau đó ta 
giải hệ điều kiện tương ứng. Cũng cần lưu ý 


rằng khi giải ra a = b = -I ta phải thử lại để 
chứng tỏ với mọi m z 0 nghiệm kép + của (2) 


thoả mãn điều kiện w # nề —1 (Tương ứng với 
m 


ø() # Ö trong tính chất 4 nói trên). 
Thí dụ 2. Với giá trị nào của m thì đồ thị 
của các hàm số 


— *  +(2m—1)x7 ~ (3m — 1x — (m” + 3m) 
y= Xứ 
và y= x+m+] tiếp xúc nhau ? 

Lời giải. Đồ thị của hai hàm số nói trên tiếp 
xúc nhau tại điểm có hoành độ với w là 
nghiệm bội của phương trình : 

À (2m — x7 — (3m — l)x— (m7 +3m) 

Xx—mMm 
=x+m+l1. 
Hay „ là nghiệm bội của phương trình 
xỶ + 20n —1)x? — 3mx — 2m = 0 


1) 
VỚI H # ím. 

Ta có +” + 2ữn — l)x” ~ 3mx 2m 

=(x-— 2)(x? + 2mx + mì). 

Suy ra là nghiệm bội của (1 1) khi : 

a) Nếu w = 2 là nghiệm bội của (11) thì 2 


phải là nghiệm của x” + 2mx + m = 0 (12) nên 


m= —% „ khi đồ w = 2 # mm nên giá trị này của m 
thoả mãn. 

b) Nếu w là nghiệm bội của (12) thì 

A =mˆ ~m =0, nên m = 0 hoặc z = 1. Với m = 0 

thì „ = 0 = m nên giá trị này của m không 

thoả mãn ; với mm = l, w = —l # m nên giá trị này 
thoả mãn. 

Ề ... nh 

Vậy m = 0 hoặc m = ~5 là các giá trị 


cần tìm. 
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BÀI TOÁN TIẾP TUYẾN KHI KHÔNG DÙNG 
PHƯƠNG PHÁP NGHIỆM KÉP 


NGUYỄN VĂN QUÝ (GV THPT Bến Tre, tỉnh Bến Tre) 


LTS : Theo quy định của bộ GD-ĐT kể từ 
năm học 2000 - 2001 không được dùng phương 
pháp nghiệm kép để giải quyết các bài toán về 
tiếp tuyến và sự tiếp xúc của hai đồ thị. Để giải 
các bài toán dạng này ta cần dùng kết quả sau : 

Đồ thị của (C) : y = +) tiếp xúc với đồ thị 
#Œ@) = gŒœ) 


có nghiệm. 


ƒ#Œœ)=g() 


Thực tế cho thấy nhiều học sinh rất lúng 


của y = ø(x) © Hệ | 


túng khi giải các bài toán về tiếp tuyến trong 
chương trình thi đại học mà trước đây được giải 
bằng phương pháp nghiệm kép. Toán học và 
Tuổi trẻ xin giới thiệu bài viết này nhằm tháo gỡ 
khó khăn hiện nay ở các trường phổ thông, rất 
mong các bạn trao đổi thêm. 

Thí dụ 1. Viết phương trình tiếp tuyến của 
2v 3yd 2 


DườNG biết 
X — 


đồ thị (C) của hàm số y = 
tiếp tuyến đi qua A(4; 1). 
Lời giải. y = đò lộc co, 
x-] 
Đường thẳng (D) đi qua A(4 ; 1) với hệ số 
góc & có phương trình : y = k(x - 4) + I. 
(D) tiếp xúc (C) Hệ (I) sau có nghiệm : 


2l] e1 tớ Tị4)'.8Ÿ q) 
x-Ï 


q) 


2 =k (2) 


'@SÐ? 
| 1 
2x—l+——~=2(x-l)-——+l~3k 
x-l x-Ï 

l 


k=2-— 
(x-ĐỂ 
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L_ 3k 


TA le HS 
` sâu ©jx-1l 2 
9k? 2 
uy 
. x-l 2 
-2 +76 
_= 9 


Vậy tìm được hai tiếp tuyến (D\), (D;) có 
phương trình : 


j. (21/5 lu-4+L 


Nhận xét Cân chú ý thủ thuật viết 
y=k(x- 4) + 1 về dạng y = k(x - ]) + (1 — 3#). 


Khi thay k = 2-— 





TS ĐÃ vào (1), ta chỉ thay 
vào k(x — 1) và không thay vào (1 — 3#). 

Thí dụ 2. Tìm quỹ tích các điểm M trong 
mặt phẳng sao cho từ M có thể kẻ được hai tiếp 
tuyến với đồ thị (C) của hàm số 

x?+3x+3 
SIối x+l 


và hai tiếp tuyến ấy vuông góc. 
`. °« 2« LẠC 1 .. + ` 
Lời giải. y= x+2+ P2 Lyg: sử đường 
thẳng (D) đi qua M(a ; b) có hệ số góc È, thì 
phương trình của (D) có dạng : 
y=k(x-a)+b 
© y=k(x+l)+b-—(œ+]l)k 
(D) tiếp xúc (C) Hệ (IH) sau có nghiệm : 
x+2+—— =k@+l)+b~(a+])k 


qp X _ 
k=l 





_@+ĐŸ 


hố... 
x+l x+I 
1 


k=l- : 
(x+9 





1 _(b-I)-(a+l}k 

x+]1— 2 

_(b~D-(a+1)#)Ÿ 
4 





Đặt #) = (a + Lˆk” + 


+22~ (4+ 1)Œ~ 1))k+(b— 1Ÿ - 4. 


Yêu cầu bài toán dẫn đến phương trình fÈ) = 0 


có hai nghiệm kị, kạ khác — và kị.kạ =—], 
a 


4# —Ìl 

AE b-—I 

nghĩa là /() 

bel <á 

b5. 
(az+]) 





_ 4b~]) 


—=4z0 
a+] 


a # —Ï 
© bzu+2 
(a+ 1Š +(b— 1) =4. 

Vậy quỹ tích các điểm M là đường tròn (7) 
có tâm /(—I1 ; 1) (7 là tâm đối xứng của (C)) bán 
kính R = 2, bỏ đi bốn điểm, đó là các giao 
điểm của (7) với hai đường tiệm cận của (C) là 
x=-l,y=x+2. 

Nhận xét. Nếu ta tịnh tiến theo Of với (1 ; 1) 
thì phương trình của (C) trong hệ toạ độ /XY là 
Y=X tÐ và giải theo phương pháp trên thì 
việc tính toán sẽ gọn hơn. 

Thí dụ 3. Viết phương trình tiếp tuyến chung 
của hai đồ thị (P\) và (P2) sau : 


(P):y=xŸ~ 5x + 6 và (P2) :y=—x”— x— 14. 


Lời giải. Xét đồ thị (D) của y = ax + b và đồ 
thị (P) của y= øx”? + /Øx+y (œ#0). 
(D) tiếp xúc (P) © Hệ (II sau có nghiệm 


2 5 
q ơx“ˆ+ x+7y=ax+b 
2zx+=u 





(m) © 














x= 
c<©=(V) 2ø 
(8~aŸ =4gữ =b)=0. 
Vậy (IV) là điều kiện để (D) tiếp xúc (P). 
Áp dụng kết quả này vào thí dụ 3 ta có : 
Đường thẳng (Ð) là tiếp tuyến chung của 
(P)) và (P;¿) 
(—5 - a)ˆ ~ 4(6 - b) =0 
© 
(—1—ø)ˆ +4(—14-— b) =0 


a?+10a+4b+1=0 
‹> 
a? +2aT— 4b - 55 =0 


. 
‹> 


a?+6a—-27=0 
a=3,b=-—]0 
a=-9,b=2. 


Vậy có hai tiếp tuyến chung với phương trình 
là (DỊ) : y= 3x — 10 và (D;) : y=—9x + 2. 


Nhận xét. Hệ (IV) chính là điều kiện để 
phương trình 


œx? +j/x+y = ax +b có nghiệm kép. 
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LẠI BÀN VỀ CHUYỆN TIẾP XÚC CỦA HAI ĐỒ THỊ 


Sau khi đăng bài Bài toán tiếp tuyến khi 
không dùng phương pháp nghiệm kép trên 
THTT số 294 (12.2001), Toà soạn nhận được 
nhiều ý kiến hoan nghệnh của đông đảo bạn đọc 
vì vấn đề "tiếp xúc" đang là nỗi "bức xúc” của 
nhiều giáo viên và học sinh THPT. Trước đó, có 
ý kiến cho rằng : Nếu bỏ "phương pháp nghiệm 
kép” thì một số bài toán trước đây dùng phương 
pháp này sẽ phải... bó tay ! 

Chúng tôi xin bàn thêm về kĩ thuật giải một 
số bài toán này, qua thư yêu cầu của nhiều bạn. 

Bài toán 1. Tìm m để đồ thị hàm số 

y=Œ&++2)Q@Ÿ— mư + m” — 3) 
tiếp) xúc với trục hoành. 

Lời giải. Đồ thị hàm số y = ƒ(+) tiếp xúc với 
trục hoành y = 0 © Hệ phương trình ẩn x sau 
ƒœ)=0 
ƒ£Œœ)=0. 

Với bài toán I hệ (I) có thể viết về dạng : 


` 


đây có nghiệm : (]) ( 


(xŸ —mx + mĩ” 3) + (x + 2)(2x —m) =0 


2 


x+2=0 
đ) : 
X“ —mx + m“ —3=0 


bài 2 2 
(„p x“ˆ —mx + m“ —3=0 
(x+ 2)(2x - m) =0. 
Nếu đặt /x) = x” — mx + mÃ — 3 thì hệ (I) có 
nghiệm <> Hệ (II) hoặc hệ (II) có nghiệm 


© ((z) có nghiệm x = —2 hoặc x = 5 


f-2)=0 


=© m 
f| —|= 
3)-0 
m°+2m+l=0 
<> 3 3 =4 
EiáA —3=0 
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Nhận xét. Lưu ý điều kiện (5) = 0 cũng 
chính là điều kiện để /(x) có nghiệm kép thì lời 
giải trên đã "gặp" lời giải trước đây. 

Bài toán 2. Từn trên đường thẳng y = 4 tất 
cả các điểm mà từ đó kẻ được hai tiếp tuyến tới 





2 
đồ thị y = ái i và hai tiếp tuyến lập với nhau 
lm 
góc 459. 

(Đây là một bài trong đề thi tuyển sinh của 
ĐHQG, HVNH năm 2001 và tương tự một bài 
trong đề 17 của Bộ Đề thi tuyển sinh ĐH). 

Lời giải. Cách 1. Chú ý rằng y = 4 chính là 
một tiếp tuyến của đồ thị nên các điểm cần tìm 
chính là giao điểm của tiếp tuyến có hệ số góc 
bằng l hoặc —1 với đường thẳng y = 4. Phương 
trình ƒ'(x) = I vô nghiệm, phương trình ƒ'(x) = —l 
có hai nghiệm x = l# ` và từ đó có hai tiếp 
tuyến với hệ số góc bằng —1 là y= —x + 3 + 292. 
Xét giao điểm của các tiếp tuyến này với đường 
thẳng y = 4 ta có các điểm cần tìm với hoành độ 
làx=—1 + 242 và tung độ là y = 4. (Đây chính 
là đáp án của kì thì). 

Nhận xét. Nếu không biết y = 4 là một tiếp 
tuyến và mệnh đề sau không được công nhận : 
"từ một điểm chỉ kẻ được không quá hai tiếp 
tuyến đến đồ thị", thì rõ ràng là không "nghĩ ra” 
được và không thể "làm" như cách I. 

Cách 2. Gọi Nứựi ; 4) là điểm thuộc đường 
thẳng y = 4 thì phương trình đường thẳng đi qua 
N với hệ số góc &k là y = k(x — n) + 4. 

Đường thẳng này là tiếp tuyến của đồ thị 

ƒ(zx)= k(x—-n)+4 
y=f#) © \ 

ƒŒG)=k 
Viết hệ trên về dạng 


có nghiệm. 


Œ~1)+2+——~=kŒ~D)+4—kớ—D) 


== Ị = 
(x1 





=“ s‡†f052-— szú-e0 
(x~]) x-]l 
I 


== . 
(œx-UŸ 


1 


UP 


Œ) 


(k@=1)~2)——~ =2k~2 (2) 


Từ (1), (2) ta có k # 1 —> kín — 1l) — 2 #0. 
2 ] 2k—2 

Từ (2) viết đ ———=>>——. 

M0 HISIOMỢP cưng Tôn Tìn? 

Thay vào (1) thì hệ có nghiệm <> 

2k—2 


#) 
=_ =l—-k với kz l. 


Với & # 1, điều kiện trên trở thành 
4Q - k) = wứ - 1) - 2)Ÿ 


© ki ~ L”— 4Œ — 2)) =0. 

Phương trình này có nghiệm & = Ö với mọi ø 
tức là từ Nứ ; 4) luôn kẻ được tiếp tuyến y = 4 
tới đồ thị. 

Nhận xét : t(k) = kặi—1)°—4(n—2) có 
không quá một nghiệm đối với ẩn k nên từ N kẻ 
được hai tiếp tuyến lập với nhau góc 45” khi và 
chỉ khi f(È) có nghiệm & = —l (vì k # l) © —1)=0 
©n"+2n=7=0«€>n=~—l + 242. 

Ta có hai điểm M;CI-2V2;4) và 
N;(—1+2AJ2 ; 4) thoả mãn bài toán. 

Bài toán 3. Tìm tiếp tuyến cố định của họ đô 


_ ứn+l)x+m 
_— x*x+m 


thị y với m # 0. 


Lời giải. Ta có y = ax + b là tiếp tuyến cố 
định của họ đồ thị © Hệ phương trình 


có nghiệm với mọi giá trị m z 0. 


m.. 











ƒ@œ)=a 
Viết hệ về dạng 
2 
m+Ìl————=uax+b 
mộ 
s=u 
(Œx+m) 
2 
m+Ì]— m= 8(x + m) + (b — am) 
‹- 
m2 
——;=a 
(x+m) 
: l 
z t((b~1)— m(a+1)) +ư=0 
(x+m) x+m 
c© 
mĩ _ 
(x+m)Ÿ 
2 
m 
=-..a 3) 
«&4jŒ+m) 
| 
b-l)— ——— =-2ú 
((b-1) mía +Đ)——— 2a (4) 


Từ (3) và m # 0 ta có a > 0, kết hợp với (4) 
thì (b — 1) — m(a + 1) z 0. 
` ¬".... -2a 
009018000 tơ =tDETTn ri) 
Thay vào (3) sẽ được 
4a?m? 
xã ={ 
((b—1)— m(a + 1)) 
Với a > 0 thì (5) trở thành 


@®) 


4am? = ((b—1)— m(a + U))Ÿ 
© mˆ”(a-~ 1) - 2m(b ~ 1)(a +1) + (b - 1Ÿ =0. 


Phương trình này thoả mãn với mọi zm # Ö 


(a— =0 
© $-2(b—-I)(œ+1)=0<©øa=b=I. 
(b—1) =0 


Do đó : Họ đồ thị có tiếp tuyến duy nhất cố 
định y = x + l1. 
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VỀ BÀI TOÁN PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN 


Nhiều người đã quen giải các bài toán về 
phương trình tiếp tuyến bằng hai cách dựa trên 
cơ sở mệnh đề sau. 

Mệnh đề 1. Đường thẳng y = ax + b là tiếp 
tuyến của đồ thị hàm số y = ƒ) tại x = xạ khi và 
chỉ khi thoả mãn một trong hai điều kiện sau : 

Dfj) =ax, + b và ƒ'Q¿) = a (cách 1) 

2) Phương trình ƒ(x) = ax + b có nghiệm bội 
x =xạ. (cách 2) 

Nói riêng ở cách 2 nếu +) = ax + b là 
phương trình bậc hai thì nghiệm bội là 
nghiệm kép. 

Theo Tài liệu hướng dẫn giảng dạy Toán 12 
(sách chỉnh lí hợp nhất 2000 - NXBGD) thì 
cách 2 MĐI là "thiếu cơ sở lí thuyết” và không 
được dùng. Tuy nhiên nếu chỉ sử dụng cách 1 
MĐÐ I thì nhiều bài toán dạng này phải sử dụng 
nhiều thủ thuật biến đổi rất phức tạp. 

Hai bài báo Nhìn lại khái niệm nghiệm kép 
của phương trình và vấn đề đường cong tiếp xúc 
với trục hoành (THTT 5.1998) và Một số vấn 
đề về nghiệm bội của phương trình (THTT 
9.1998) đã để cập dưới dạng tổng quát mối liên 
hệ giữa "nghiệm bội" và "tiếp xúc". Tuy nhiên 
trong bài đầu chỉ xét với hàm số đa thức còn bài 
thứ hai do tính tổng quát của vấn đề nên không 
tránh khỏi sự phức tạp đối với học sinh phổ 
thông. 

Ta sẽ nghiên cứu cơ sở lí thuyết của cách 2 
MDI, tức là phương pháp nghiệm kép đối với 
các hàm số đa thức hoặc phân thức hữu tỉ mà 
cách chứng minh phù hợp với kiến thức toán ở 
trường phổ thông. 


1 
+... +đợ, 


Xét đa thức P(x) = aọạX” + ai” 
Ta nói x = xọ là nghiệm bội k của P(+) nếu 
.PQ0 = Œx— xo)“. ØQ0, trong đó k > 1, k e Ñ và 


@(+) là đa thức thoả mãn @(Œxạ) # 0 (nói riêng 
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@(Œ) có thể là hằng số). Ta gọi tắt xọ là nghiệm 
bội của P(+) khi không cần chỉ ra số k. Nghiệm 
bội & = 2 gọi là nghiệm kép của đa thức. 
Dễ dàng chứng minh được mệnh đề 2 sau. 
Mệnh đề 2. Đa thức P(x) có nghiệm bội xọ 
khi và chỉ khi P(xạ) = 0 và P'(xg) = 0. 
Từ đó theo cách 1 MĐ I ta có ngay mệnh đề 3. 
Mệnh đề 3. Đường thẳng d với phương trình 
y = ax + b là tiếp tuyến của đồ thị (C\) của hàm 
số y = P(x) tại điểm x = xạ khi và chỉ khi phương 
trình P(x) ~ (ax + b) = 0 có nghiệm bội x = xọ. 
Bây giờ ta xét tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
UŒGœ 
dã BƠ) 
Mệnh đề 4. Đường thẳng d với phương trình 





y =ax + b là tiếp tuyến của đồ thị (Cạ) của hàm 

_ U(x) 
7 VQœ 
khi phương trình U() -— (ax + b)V(x) = 0 với 
V(xạẹ) £ 0 có nghiệm bội x = xọ. 


số tại điển x = 





*g khi và chỉ 


Chứng mỉnh. 

Xét đa thức P(x) = U() — axV(x) — bV(y). 

a) Giả sử đa thức P(+) có nghiệm bội x = xọ 
thì P(xạ) = 0 và P'(xạ) = 0 theo MÐĐ 2. Từ đó có 

UG) = axgV(xạ) + bV(xạ) (1) 

U'Œạ)—axgV'(ạ)—aV(xạ)—bV'(xạ)=0 (2) 

Nhân hai vế của (2) với V(xạ) # 0 ta được 

VŒxe)U 'xạ)T— '(xạ)(axeV(xạ) + BV(xạ)) = 
aV”(ạ) @) 

Thay (1) vào (3) ta có 

VŒ)U '%ạ)—~ UQ@g)V (xạ) = aV”(xạ) 


VGg)U 14g) =UGạ)V lQạ) — 


hay 
V?(xạ) 


(4 
Từ (l) và (4) có y(&%ạ)=axg+b Và 
y'ạ) = a, do đó đ là tiếp tuyến của (C2) theo 
cách I MDI. 
b) Đảo lại, giả sử đ là tiếp tuyến của (C2) tại 
cu s4 ƯŒq) 

+ = xạ thế thì V(xa) # Ö và có = đứa +, 
0 ( 0) VŒxạ) 0 
y'Gạ) = a. Từ đó có (1) và (4) rồi lần lượt suy 
ra (3) và (2), nên PŒạ) = 0 và P'Œạ) = 0. Áp 

dụng MĐ2 có điều phải chứng minh. 
Bây giờ áp dụng MĐ4 vào xét hàm số ƒ+) = 





ax+b 


(5) và Ñ+) = RE REPK T 


2 
h b “ . 
EU DU T (6) được : 


a'x+b' 
Mệnh đề 5. Đường thẳng y = ax + b là tiếp 
tuyến của đồ thị hàm số y = ƒ@) tại điểm x = xọ 
với ƒ(\) có dạng (5) hoặc (6) khi và chỉ khi 
phương trình ƒ(x) — (ax + b) = 0 là phương trình 


bậc hai có nghiệm kép x = xạ. 


x?+l 





Thí dụ. Cho hàm số y = có đồ thị 
(C). Tìm tập hợp các điểm M mà từ đó kẻ được 
hai tiếp tuyến tới (C) vuông góc với nhau. 

Lời giải. Giả sử M(xọ ; yọ) là điểm bất kì 
trên mặt phẳng toạ độ Oxy, phương trình đường 
thẳng đ qua M là y = a(x — xọ) + ÿọ. 

Để tìm hoành độ giao điểm giữa (C) và đ ta 


2 
+] 
xét phương trình = 





= đ(x~ *o) † Yọ 


hay (z— 1x? —(đxg — yg)x—l]=0 (7) 

Đường thẳng ¿ là tiếp tuyến của (C) © 
phương trình (7) có nghiệm kép <©> a¿ # I và biệt 
thức A = 0 (lưu ý z = I1 là hệ số góc của tiệm 
cận xiên). 


Ta có Á = (4x; — yạ)” + 4(a — 1) 


= xứ” — 2(Xgyọ - 2)đ + Tạ +4. 

Qua M kẻ được hai tiếp tuyến tới (C) vuông 
góc với nhau <> phương trình A = 0O có hai 
nghiệm đi, a; thoả mãn z¡¿ = —1 © Điều kiện 
3 tá - 
—= 


*ọo 


sau thoả mãn : xọ # 0 và >1: 


Từ đó có xj + y¿ = 4. 

Vậy tập hợp điểm M phải tìm là đường tròn 
x?+y” =4 trừ đi các giao điểm của đường tròn 
đó với hai đường tiệm cận (do các điều kiện 
xọ # 0 và a # l). 

Lưu ý 

e Đối với loại toán trên nếu không sử dụng 
phương pháp "nghiệm bội" thì cách giải sẽ khá 
phức tạp. 

e Cách giải trên không phải là mới nhưng 
theo Tài liệu hướng dẫn giảng dạy Toán Giải 
tích I2 thì "Giáo viên không nên dạy cho học 
sinh làm cách áy" (tr.34). 

Ý kiến để xuất. Trong chương trình phổ 
thông nên chấp nhận phương pháp "nghiệm bội” 
khi giải các bài toán về phương trình tiếp tuyến 
đối với các hàm số đa thức và phân thức hữu tỉ. 


VỀ CƠ SỞ CỦA PHƯƠNG PHÁP NGHIỆM KÉP 


ĐẶNG HÙNG THẮNG (ĐHKHTN - ĐHQG Hà Nội) 


Theo quy định của Bộ GD và ĐT kể từ năm 
học 2000 — 2001 không được dùng phương 
pháp nghiệm kép để giải quyết các bài toán về 
tiếp tuyến và sự tiếp xúc của hai đồ thị vì nó 


"thiếu cơ sở lí thuyết". Thực tế cho thấy nhiều 
giáo viên và học sinh rất lúng túng khi không 
được dùng phương pháp nghiệm kép, trong khi 
phương pháp này thực sự có hiệu quả. 
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Trước hết hãy nhắc lại khái niệm sự tiếp xúc 
của đồ thị hai hàm số và khái niệm nghiệm bội 
của đa thức. 

Định nghĩa. 

1. Đồ thị hai hàm số y = ƒ{+) và y = ø(+) được 
gọi là /iếp› xúc với nhau tại điểm có hoành độ 

x,)=gŒ& 
x =x; nếu l sì ảnh Œ) 
/ Œœẹ) = § ŒœQ) 


2. Giả sử F(x) là một đa thức. Số xạ được 
gọi là nghiệm bội của F(x) nếu F(x) chia hết cho 
(x— x¿)Ÿ tức là F(x) có dạng 


F(x) =(x~ xạ) .0(Œ) 
ở đó (+) là một đa thức. 

Trong trường hợp (+) là một tam thức bậc 
hai, nghiệm bội hai được gọi là nghiệm kép. 

Chú ý rằng chúng ta chỉ có khái niệm 
nghiệm bội đối với đa thức (hoặc phương trình 
với hai vế đều là đa thức). 

Định lí sau đây sẽ chứng tỏ rằng phương 
pháp nghiệm kép là có cơ sở toán học khi chúng 
ta xét sự tiếp xúc của hai đồ thị các hàm số phân 
thức hữu tỉ. 

Định lí. Cho hai phân thức hữu tỉ 

XÃ. _ UŒ) 
ƒ@) = : 8) = VỌ)' 

Khi đó đồ thị hai hàm số y = ƒ) và y = g(®) 
tiếp xúc với nhau tại điểm có hoành độ x = Xọ 
khi và chỉ khi phương trình 

P(+)Y(>)~ @(+)U(+) = 0 
có nghiệm bội x = xạ với QŒœQ¿) # 0, V(¿) # 0 
(tức là xạ thuộc miền xác định của fx) và sQ9). 

Vì đa thức cũng là một phân thức hữu tỉ (khi 
đa thức ở mẫu thức là đa thức hằng số) nên ta có 
các hệ quả sau thường dùng trong chương trình 
phổ thông trung học. 

Hệ quả 1. Đường thẳng y = kx + # là tiếp 
tuyến với đồ thị hàm đa thức y = P(+) khi và 
chỉ khi phương trình P@) - (x + h) = 0 có 
nghiệm bội. 

Hệ quả 2. Đường thẳng y = kx + Ò là tiếp 

P() 


tuyến với đồ thị hàm phân thức hữu tỉ y = SG) 
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khi và chỉ khi phương trình P(+) — Q()(kx + h) = 0 
có nghiệm bội x = xạ với Q(x„) # 0. 
Nói riêng có 
Hệ quả 3. Đường thẳng y = kx + ở là tiếp 
ax? +bx+c 


tuyến với đồ thị hàm số y =————————— khi và 
mx+ñn 


chỉ khi phương trình bậc hai 
ax? + bx + c — (mx + n)(kx + h) = 0 
có nghiệm kép (tức là khi biệt thức A = 0). 
Hệ quả 4. Đường thẳng y = kx + h là tiếp 


ca-Eg/18. 01-1 T4 TỊ vi 
Mx + 





tuyến với đồ thị hàm số 
phương trình bậc hai 

ax + b— (mx + n)(kx + h) = 0 
có nghiệm kép (tức là khi biệt thức A = 0). 

Để chứng minh định lí ta cần đến bổ đề sau 
khá quen thuộc và dễ dàng chứng minh. 

Bổ đề. Đa thức F(© có nghiệm bội x = xạ khi 
và chỉ khi F(xy) = F'(œq) = 0. 

Quả vậy, nếu x„ là nghiệm bội của phương 
trình F(+) = 0 thì do định nghĩa 

F@) =(~x¿}Ÿ.. 0œ) 
SUY Ta 

F'Œ%)=(Œx~x¿}Ÿ0'1GŒ)+2(x—x¿)0+) = 
FŒœ¿) = FŒœ¿) =0. 

Đảo lại giả sử FQ„)= F@;) =0. Vì F(x¿) =0 
thì +) có dạng F(z) = (x - xe)G(x) => F(x) = 
(Œœ — x)ŒŒ) + Œ(x) = G(x¿) = F (xạ) =0 
G(+x) có dạng Œ(x) = (x ~ x¿)@Œ@). Vậy Ƒ(+) = 
Œx~ x¿}”.O@) tức là F(+) có nghiệm bội x = xạ. 

Chứng minh định lí. Giả sử đồ thị các hàm . 
số ƒtx) và ø(z) tiếp xúc nhau tại điểm có hoành 
độ x = xạ. Khi đó từ (1) có 

PŒ&¿) _ UŒ@,) 








ÓQG,) Vậ,) k 
P*%;)QŒœ,)- P@G,)@ (œ,) 

Ø”Œœ,) 
zế U'\Œ%e¿)VŒ%¿)—U(Œœ,)V (x„) @) 


2 
tự) 


Đặt ¿ = Q(x„) # 0, v = V() #0, p = PŒQ), 
w = UQq),p` = P,), g = ƠG,). 

Từ ¿v # Ö và (2) suy ra 

P(x¿)V(x2) = O(X¿)U(x,) hay qu = py (4) 

Từ (3) có (4 - pạ)vŸ =(wY— uv)d? (5) 

se Nếu pu # 0, nhân theo từng vế của (4) và 
(5) được 


(<4 ~ p4)v 4u = (v ~ uy) pv 
©<(%v+ pv)4 vu = (gu + qu)vˆpq. 
Theo (4) thì gu.qv = pv.qv # Ö nên suy ra 
pv+p =qu + qu hay 
PŒ&g)VŒs) + P(œx¿)V'Œœq) 
= ØŒ,)U(œ¿) + Qœ¿)Ư(,) (6) 


e Nếu pu = 0 thì từ (2) có p = w = 0, thay vào 
(5) được 


pạyv = uvạ? =pv=H4. 


Từ điều này cùng với p = u = 0Ú cũng suy 
ra (6). 

Tóm lại, từ (4), (6) và bổ đề ta kết luận rằng 
phương trình P(+)Ý(x) - Q(Œ&)U(&) = 0Ô có 
nghiệm bội x = xụ. 


Đảo lại, với @Q(x¿)V(Œ¿) # 0Ö nếu x = xe 
là nghiệm bội của phương trình P(+)V(%x) - 
Ø()U(@) = 0 thì từ (4) và (6) biến đổi ngược lại 
ta sẽ suy ra (2) và (3). Theo (1) đô thị hai hàm 
số tiếp xúc với nhau tại điểm có hoành độ 
X SG: 

Chúng tôi cho rằng trong sách giáo khoa nên 
trình bày định lí nói trên (có thể không chứng 
minh hoặc chứng minh với chữ nhỏ) để làm cơ 
sở lí thuyết cho phương pháp nghiệm bội. Từ đó 
cho phép học sinh được sử dụng phương pháp 
này khi giải các bài toán về sự tiếp xúc của đồ 
thị hai hàm phân thức hữu tỉ cũng như bài toán 
về tiếp tuyến với đồ thị hàm phân thức hữu tỉ. 


BÀN VỀ SỰ TIẾP XÚC CỦA HAI ĐỒ THỊ 


Trong thời gian qua, Toà soạn THTT nhận 
được rất nhiều thư của độc giả, trong đó có các 
giảng viên ĐH, cán bộ chỉ đạo môn Toán ở các 
Sở GD-ĐT, các giáo viên toán THPT và các 
bạn học sinh, sinh viên... với nội dung liên quan 
đến bài toán về sự tiếp xúc của hai đồ thị trên 
mặt phẳng - một vấn đề quan trọng thường gặp 
khi khảo sát hàm số và trong các đề thi tốt 
nghiệp THPT,thi tuyển sinh vào ĐH, Cao đẳng. 

Bài này nhằm phản ánh các thắc mắc, các 
giải pháp và ý kiến đề xuất của bạn đọc, đồng 
thời người viết cũng xin trao đổi thêm vài điều. 

Cho hàm số y = ft+) có đồ thị (C) và hàm số 
y = g@) có đồ thị (E) trên mặt phẳng toạ độ 
Oxy. Để tìm sự tiếp xúc giữa hai đồ thị (C) và 
(E) ta thường sử dụng hai cách giải : 


NGUYÊN VIỆT HẢI (Hà Nội) 


Cách giải I. Giải hệ phương trình 
P: =#@œ) — Œ) 
ƒ#@œ)=gŒœ)  (Œ) 
được nghiệm x,„ là hoành độ của tiếp điểm. 

Cách giải 2. Tìm điều kiện để ƒfzx) — gŒœ) 
hoặc tử thức của nó có nghiệm xạ bội k > 2 
(nghiệm bội & = 2 gọi là nghiệm kép), nghĩa là 
#&) — gQ) có dạng (x — x¿}ÝO@) với QQ)) là đa thức. 

Xuất hiện câu hỏi : Tại sao trong các sách 
báo có các định nghĩa khác nhau về sự tiếp xúc ? 
Định nghĩa nào chính xác ? 

Định nghĩa tiếp xúc theo quan điểm hình học 
coi tiếp tuyến tại M, là vị trí giới hạn của cát 
tuyến MM, của đường cong khi M dân tới Mẹ 
(từ hai phía). 
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Định nghĩa dựa vào vị trí tương đối của các 
hình là điều bắt buộc nếu muốn giữ được /ính 
chất hình học của khái niệm tiếp tuyến, đồng 
thời do mô tả trực quan nên học sinh dễ nhận 
thức. Định nghĩa đúng cho cả tiếp tuyến của 
đường cong có phương trình dạng tổng quát 
F(x, y) = 0, mang tính chất định :ính, được sử 
dụng trong khi chứng minh, dựng hình. 

Không ít học sinh đã ngộ nhận rằng định 
nghĩa này là cơ sở của phương pháp nghiệm kép 
(giao điểm M dân trùng đến tiếp điểm M,). 

Các bạn Lê Hữu Tâm (GV THPT Tùng 
Thiện, Sơn Tây, Hà Tây), Hồ Văn Tiếp (GV 
THPT Đức Trọng, Lâm Đồng), Lê Anh Tuấn 
(GV THPT chuyên Vĩnh Phúc), Đoàn Như 
Triệu (GV THPT Hồng Quang, Hải Dương), 
Phạm Quốc Phong (GV THPT Hồng Lĩnh, Hà 
Tĩnh), Nguyễn Đoài (GV THPT Thống Nhất A, 
Đồng Nai) và nhiều bạn khác đều cho rằng : 
Lâu nay trong các tài liệu ôn thi tốt nghiệp 
THPT và tuyển sinh ĐH đã sử dụng phương 
pháp nghiệm kép mà chưa có cơ sở lí luận chính 
xác, do đó có lúc lạm dụng phương pháp 
này dân đến sai lâm trong lập luận, có lúc 
lẫn lộn khái niệm tiếp xúc với điều kiện có 
nghiệm kép... 

Trong các bài báo của tác giả Nguyễn Anh 
Dũng (THTT số 297 tháng 3.2002), Đặng Hùng 
Thắng (THTT số 298 tháng 4.2002) đã trình bày 
cơ sở lí luận của phương pháp nghiệm bội để 
giải bài toán về sự tiếp xúc của hai đồ thị, trong 
đó lưu ý rằng : 

e Chỉ xét khái niệm x„ là nghiệm bội k > 2 
đối với đa thức F() = (6x — x¿)“@Q). 

PŒœ) vẤ về UŒœ) 
@œ) V(x) 
trong đó P(+), QŒœ), U(), V(x) là các đa thức, 
tiếp xúc nhau tại điểm có hoành độ x = xẹ 
(thuộc tập các định của chúng) khi và chỉ khi 
P(©V(%) — Q(&)U(@) = 0Ö có nghiệm bội x = xọ 
với @(x¿) # 0, VŒQ) # 0. 

Các bạn My Duy Thọ (GV Hà Nội), Hồ Văn 
Tiếp, Lê Anh Tuấn cũng chứng minh các mệnh 
đề tương tự. 


se Đồ thị hàm số y = 
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Định nghĩa tiếp xúc theo quan điểm đại số, 
giải tích có điều kiện như cách giải l, trong đó 
phương trình (1) có nghiệm x = xạ, nghĩa là các 
đồ thị (C) và (E) có điểm chung M,(x¿ ; yạ) còn 
phương trình (2) có nghiệm x = x„ biểu thị tiếp 
tuyến của (C) và (E) tại M¿{xq ; yạ) trùng nhau. 

Định nghĩa này mang tính chất định lượng, 
cho phép giải các bài toán tính toán toạ độ tiếp 
điểm, tìm phương trình tiếp tuyến. 

Nếu xuất phát từ định nghĩa theo quan điểm 
hình học thì cách giải l coi là mệnh đề. 

Định nghĩa theo quan điểm giải tích chỉ xét 
hệ số góc k = tanz xác định, do đó bỏ qua 
trường hợp tiếp tuyến vuông góc với trục hoành, 
chẳng hạn hàm số y = ŸÍx — 1 có tiếp tuyến x= I. 





Bạn Nguyễn Minh Anh, 12A1, THPT Tĩnh 
Gia I, Thanh Hoá đưa ra giải pháp : Xét tiếp 
tuyến dạng y = ở (b là hằng số) của hàm số 
ngược x = y-—1 ©œy=x + 1 rồi lấy đồ thị 
đối xứng qua đường y = x. 

Xin hỏi : Ở hình trên ta có coi đường thẳng đ 
là tiếp tuyến của đồ thị (C) gồm (C)), AB, (Ca) 
hay không ? có coi hai đồ thị (E) (gồm (E)), AB, 
(E¿)) và (C) là tiếp xúc với nhau hay không ? 
mặc dù hệ phương trình (I), (2) ở cách giải 1 có 
nghiệm trong đoạn [xx, xp]. 

Do vậy ở cách giải l cần chú ý thêm : trong 
lân cận của tiếp điểm thì hai đồ thị (C) và (E) 
phải có ít nhất một đường cong, nghĩa là không 
thể hai đường đều là đồ thị hàm số bậc nhất. 


Cách giải l dùng cho các hàm số bất kì (trừ 
trường hợp cả hai đều là hàm số bậc nhất tại lân 
cận tiếp điểm), còn cách 2 áp dụng cho trường 
hợp ƒf{x) và g(x) đều là phân thức hữu tỉ (nói 
riêng là đa thức). 

Dùng cách giải l ta tìm ngay được hoành độ 
tiếp điểm, sau đó mới tính hệ số góc tiếp tuyến, 
còn cách giải 2 cho phép nhanh chóng tìm hệ số 
góc để suy ra phương trình tiếp tuyến, tìm điều 
kiện của tham số để có tiếp tuyến. 

Khi phải tìm tiếp tuyến dạng g(x) = mx + n 
của đỏ thị hàm y = Ñz) dạng ax? + bx + c, 


ax+b_ ax ð+bx+e 
cx+ cx+d 
thức của nó đều là hàm số bậc hai nên sử dụng 
được cả hai cách giải. 





thì ƒ(x)— g(x) hoặc tử 


Nhiều bạn đọc hỏi rằng sử dụng phương 
pháp nghiệm kép trong trường hợp này có vi 
phạm yêu cầu của Bộ không khi hệ thức điều 
kiện vẫn là hàm số bậc hai ? 

Khi phải tìm tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
y = +) mà fz) có dạng hàm số bậc ba, bậc bốn 
thì dẫn đến giải phương trình bậc ba, bậc bốn 
lúc đó sử dụng cách giải I rất khó khăn. Nếu 
biết một nghiệm nào đó của phương trình (1) thì 
sử dụng phương pháp nghiệm bội rất thuận lợi. 


Có bạn hỏi : Phép biến đối tương đương 
(œx— 1)*=0 ©x~ 1 =0 có bảo toàn tính chất 
nghiệm bội của phương trình ? Xm trả lời : Hai 
phương trình trên là tương đương, nhưng phép 
biến đổi không tương đương vì phải nhân, chia 
với h(x) = x — l mà x = l thuộc tập xác định và 
h(1) = 0. 

Rất nhiều bạn : Hồ Công Dũng (GV THPT 
Trần Hưng Đạo, Bình Thuận), Nguyễn Danh 
Cảm (Ứng Hoà, Hà Tay), TS Nguyễn Cam 
(khoa Toán, ĐHSP TP. Hồ Chí Minh), Lê Hữu 
Tâm, Hồ Văn Tiếp, Lê Anh Tuấn, Phạm Quốc 
Phong, Nguyễn Anh Dũng, PGS Đặng Hùng 
Thắng... đã nêu ra cơ sở lí luận của phương 
pháp nghiệm bội, phân tích ưu thế của cách giải 
này trong nhiều bài toán và đã đề nghị cho sử 
dụng phương pháp nghiệm bội khi giải toán về 
sự tiếp xúc giữa hai đồ thị hàm số vì nhiều định 
lí ở THPT cũng chỉ công nhận, không chứng 
mình ; vấn đề là cân chỉ rõ điều kiện sử dụng 
phương pháp này sao cho chính xác, mặt khác 
trình bày ngắn gọn để không quá nặng nề. 

Tôi hoàn toàn nhất trí với đề nghị trên, đừng 
bắt học sinh phổ thông phải học những biến đổi 
lắt léo để giải bài toán tìm tiếp tuyến của đồ thị 
hàm số phân thức trong khi có phương pháp đơn 
giản dựa trên cơ sở lí luận rõ ràng. 
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[2)/7/), 7/1/71 


I/Ie©Efi2ìNi-fc ¡1 Ver{(er›l/eo(icaiƒ(ic5 





2e] \Icee)j\lie 


MỘT SỐ DẠNG KHÁC CỦA BÀI TOÁN CON BƯỚM 


Chắc nhiều bạn trẻ yêu toán đã được làm 
quen với bài toán con bướm. Trong bài viết này 
trình bày những lập luận hợp lí để có thể đi đến 
những kết quả mạnh hơn. Trước hết ta xuất phát 
từ bài toán con bướm. 

Bài toán con bướm 

Cho đường tròn tâm Q với dây cung PQ. 
Qua trung điển T của PQ kẻ hai dây cung AB 
và CD sao cho PQ cắt hai dây cung AD, 
BC theo thứ tự tại M, N. Chứng mình rằng 
TM =TN. 

Lời giải. 

se Khi 7 trùng với tâm Ó thì AOAM = AOBN 
(g.c.g) nên 7M = 7N (đpcm). 

e Khi 7 khác tâm Ó, kẻ ØH 1 AD tại trung 
điểm H của AD, kẻ OK L BC tại trung điểm 
của K của 8C. 

Giả sử H thuộc 
đoạn DM và K 
thuộc đoạn (N 
(h.1). (Các trường 
hợp khác được 


D 


n 





kÌ 
ử `] 
th minh : N <2 
g ~v 
Tứ giác OTMH ` SÊẾ, 
nội tiếp đường C 
tròn nên Hình 1 
TOM =THM q) 
Tứ giác ÓTKN nội tiếp đường tròn nên 
TON =TKC @2 


Từ ATAD œ ATCB suy ra TAH =TCK và 


.= dẫn đến ATAH œ2 ATCK, do đó 


2AH  2CK 
THA = TKC. 3) 
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PHAN NAM HÙNG (Quảng Ngãi) 


Từ (1), (2), (3) suy ra TOM =TON mà 
OT L MN nên TM =7TN (đpcm). 

Chú ý rằng T là trung điểm chung của PQ và 
MN nên cũng có PM = ỌN. 

Có thể phát biểu bài toán con bướm dưới 
đạng bài toán I sau (h.l). 

Bài toán 1. Cho ¿ứ giác ADBC nội tiếp 
đường tròn tâm O. Gọi T là giao điểm hai đường 
chéo CD và AB. Một đường thẳng vuông góc với 
OT tại T cắt hai cạnh AD và BC theo thứ tự tại 
M và N. Chứng minh rằng TM =TN. 

Nếu đổi vai trò hai đường chéo thành hai 
cạnh đối diện còn hai cạnh đối diện thành hai 
đường chéo ta được bài toán sau. 

Bài toán 2. Cho tứ giác ABCD nội tiếp 
đường tròn tâm Q sao cho hai đường thẳng AD 
và BC cắt nhau tại điểm T. Đường thẳng d 
vuông góc với OT tại T cắt hai đường thẳng AC 
và BD theo thứ tự tại M và N. 

Chứng mình rằng TM =TN. 





Hình 2 


Lời giải. Xét trường hợp như ở hình 2 (Các 
trường hợp còn lại được chứng minh tương tự). 


Vẽ OM và ON. Từ Ó kẻ ÓOH 1 BD tại trung 
điểm H của BD, kẻ ÓOK L AC tại trung điểm K 


Cách giải l dùng cho các hàm số bất kì (trừ 
trường hợp cả hai đều là hàm số bậc nhất tại lân 
cận tiếp điểm), còn cách 2 áp dụng cho trường 
hợp ƒ{x) và g(x) đều là phản thức hữu tỉ (nói 
riêng là đa thức). 

Dùng cách giải l ta tìm ngay được hoành độ 
tiếp điểm, sau đó mới tính hệ số góc tiếp tuyến, 
còn cách giải 2 cho phép nhanh chóng tìm hệ số 
góc để suy ra phương trình tiếp tuyến, tìm điều 
kiện của tham số để có tiếp tuyến. 

Khi phải tìm tiếp tuyến dạng g(+x) = mx + n 
của đồ thị hàm y = ƒ@&) dạng ax” + bx + c, 


ax+b_ ax +bx+e 
cx +” cx+d 
thức của nó đều là hàm số bậc hai nên sử dụng 
được cả hai cách giải. 





thì ƒ(x)- g(x) hoặc tử 


Nhiều bạn đọc hỏi rằng sử dụng phương 
pháp nghiệm kép trong trường hợp này có vi 
phạm yêu cầu của Bộ không khi hệ thức điều 
kiện vẫn là hàm số bậc hai ? 

Khi phải tìm tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
y= fz) mà ffz) có dạng hàm số bậc ba, bậc bốn 
thì dẫn đến giải phương trình bậc ba, bậc bốn 
lúc đó sử dụng cách giải Ì rất khó khăn. Nếu 
biết một nghiệm nào đó của phương trình (1) thì 
sử dụng phương pháp nghiệm bội rất thuận lợi. 


Có bạn hỏi : Phép biến đổi tương đương 
(œ&x— =0 ©x~ 1 =0 có bảo toàn tính chất 
nghiệm bội của phương trình ? Xin trả lời : Hai 
phương trình trên là tương đương, nhưng phép 
biến đổi không tương đương vì phải nhân, chia 
với h(x) = x — Ï mà x = Ì thuộc tập xác định và 
h(1)=0. 

Rất nhiều bạn : Hồ Công Dũng (GV THPT 
Trần Hưng Đạo, Bình Thuận), Nguyễn Danh 
Cẩm (Ứng Hoà, Hà Tay), TS Nguyễn Cam 
(khoa Toán, ĐHSP TP. Hồ Chí Minh), Lê Hữu 
Tâm, Hồ Văn Tiếp, Lê Anh Tuấn, Phạm Quốc 
Phong, Nguyễn Anh Dũng, PGS Đặng Hùng 
Thắng... đã nêu ra cơ sở lí luận của phương 
pháp nghiệm bội, phân tích ưu thế của cách giải 
này trong nhiều bài toán và đã đề nghị cho sử 
dụng phương pháp nghiệm bội khi giải toán về 
sự tiếp xúc giữa hai đồ thị hàm số vì nhiều định 
lí ở THPT cũng chỉ công nhận, không chứng 
minh ; vấn đề là cân chỉ rõ điều kiện sử dụng 
phương pháp này sao cho chính xác, mặt khác 
trình bày ngắn gọn để không quá nặng nề. 

Tôi hoàn toàn nhất trí với đề nghị trên, đừng 
bắt học sinh phổ thông phải học những biến đổi 
lắt léo để giải bài toán tìm tiếp tuyến của đồ thị 
hàm số phân thức trong khi có phương pháp đơn 
giản dựa trên cơ sở lí luận rõ ràng. 
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của ÁC. Tứ giác THON nội tiếp nên ta có : 


THN =TON (4) 
Tương tự tứ giác TKOM nội tiếp nên 
TKM =TOM (5) 


Vì ATBD và ATAC có góc ATB chung và 
TBD = TAC (góc nội tiếp cùng chấn cung 
ĐỀ) nên ATBD œ ATAC, suy ra TDH = TCK 


„ TD__ TC ' : 
và 2TH =2TK' dẫn dến ATHD œ2 ATKC, do 
đó THN =TKM (6) 


Từ (4), (5) và (6) có TON =TOM mà 
ỚØT 1Ì MN nên TM =TN (dpcm). 


Nếu trong bài toán 2 ta thay hai đường chéo 
BD và AC bởi hai cạnh đối diện còn lại là DC 
và AB thì có bài toán 3 sau. 

Bài toán 3. Cho tứ giác ABCD nội tiếp 
đường tròn tâm Q sao cho hai đường thẳng AD 
và BC cắt nhau tại điểm T. Đường thẳng d 
vuông góc với ƠT cắt hai đường thẳng CD và 
AB theo thứ tự tại M và N. 

Chứng minh rằng TM =TN. 


Việc chứng minh bài toán 3 (h.3) tương tự 
như chứng minh bài toán 2. 


N T d M 





9.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


Từ các bài toán 1, 2, 3 có thể nêu ra bài toán 
tổng quát dưới đây khi cho trước đường thẳng đ. 


Bài toán 4. Cho đường tròn tâm Ó và d là 
một đường thẳng bất kì (không phải là tiếp 
tuyến của đường tròn tâm O). Gọi T là chân 
đường vuông góc hạ từ điểm O tới đường thẳng 
d. Qua T kẻ hai cát tuyến TAD và TBC tới 
đường tròn. 

Gọi M, N lần lượt là giao điểm của d với AC 
và BD và gọi P, Q lần lượt là giao điểm của d 
với đường tròn (nếu có) thì T là trung điển chung 
của MN và PQ. 

Nói riêng từ bài toán 4 ta có bài toán 2, 3 khi 
đ không cắt đường tròn (OÓ) và có bài toán 1 khi 
đ cắt đường tròn (Ó). 

Nếu ta đặc biệt hoá cho A trùng với Ð thì khi 
đó cát tuyến TAD suy biến thành tiếp tuyến và 
có bài toán sau. 

Bài toán 5. Cho đường tròn tâm O và d là 
một đường thẳng ở ngoài đường tròn (O). Từ O 
hạ ƠT vuông góc với d tại T. Qua T kẻ tiếp 
tuyến TA và cát tuyến TBC với đường tròn sao 
cho d cắt các đường thẳng AB và AC lần lượt tại 
M và N. Chứng minh rằng TM =TN. 

Đặc biệt, ở bài toán 5 nếu TC là đường 
kính ta thu được bài toán 6 sau. 

Bài toán 6. Cho đường tròn tâm Ó và một 
đường thẳng d không cắt đường tròn. Đường 
kính BC vuông góc với d tại T. Dựng tiếp tuyến 
TA tới đường tròn với A là tiếp điểm. Đường 
thẳng d cắt các đường thẳng AB và AC tại M và 
N tương ứng thì TA =TM =TN. 

Việc chứng minh các bài toán 5 và bài toán 6 
xin dành lại để các bạn luyện tập. 
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MỘT SỐ HỆ THÚC LIÊN HỆ GIỮA ĐƯỜNG THẮNG 
VÀ ĐƯỜNG TRÒN 


Trong hình học phẳng khi xét các vị trí 
tương đối giữa đường thẳng và đường tròn ta tìm 
thấy nhiều kết quả liên quan với nhau rất thú vị 
và có nhiều ứng dụng trong khi giải toán. Một 
số hệ thức như thế đã được trình bày trong bài 
Một số dạng khác của bài toán con bướm của 
bạn Phan Nam Hùng trên THTT số 216 
(6.1995). Trong bài này xin nêu ra cách chứng 
minh khác với một cách nhìn tổng quát hơn về 
một số dạng của bài toán con bướm. 


I Hệ thức giữa bốn điểm trên đường 
thẳng 

1) Hàng điểm điều hoà 

Bốn điểm A, B, C, D trên đường thẳng có 
hướng ở gọi là hàng điểm điều hoà (ABCD) và 


kí hiệu là (ABCD) = —l nếu — = -—— () 
CB DB 





Hình ï 


Khi đó ta gọi là các điểm Œ, D chia điều hoà 
đoạn AB hay bốn điểm A, B, C, D liên hợp điều 


hoà (h.1). Ta thấy (1) © ¬- = _ nghĩa là 
AD BD 

lúc đó các điểm A, B cũng chia điều hoà 

đoạn CD. Chú ý rằng nếu ba điểm A, B, C xác 

định và C không là trung điểm của 4ð thì tồn 

tại duy nhất một điểm Ð thoả mãn (I). 

Chọn điểm gốc Ó nào đó trên đường thẳng õ, 
đặt các số đo đại số OA=a, OB =b, ÓC =c, 
a-c and 
b~c b-d 
© (a+b)(c + đ) = 2(ab + cả) (2) 








ÓOD = d thì (1) được viết thành 


130 


LÊ HÀO (GV trường CĐSP Phú Yên) 


2) Hệ thức Descartes 
Nếu chọn gốc Ó trùng với điểm A thì a = 0 
và (2) © b(c +) =2cd © Đa. 
cả b 
to. 5 
AC AD AB 
3) Hệ thức Newton 
Nếu chọn gốc Ó trùng với trung điểm M của 


AB thì a = —b nên (2) © -a” + cả =0 
©cd=a”© MC. MD = MA? (4) 

4) Chùm điều hoà 

Bốn đường thẳng đồng quy cắt một đường 
thẳng tại bốn điểm liên hợp điều hoà được gọi là 
chùm (đường thẳng) điều hoà. 

Tính chất. Chàm điều hoà đồng quy ở 
điểm S và cắt đường thẳng y nào đó tại các điểm 
A,B,C, D thì A, B, C, D lập thành hàng điểm 
điều hoà. 

Chứng mỉnh. Theo định nghĩa các đường 
thẳng SA, $8, SC, SD cất đường thẳng ở tại A', 
B,C,D' với (ABC?) là hàng điểm điều hoà. 
Qua Ö và Ö' kẻ các đường thẳng song song với 
ŠA được các giao điểm như ở hình 2. 





Theo (Í) và ÐĐL Thales có 
_CB ,DB Mb5B Nb 

CA QUÁ. lIAP. VDÀ 

=> M'B+N'B =0 nghĩ là B là trung 
điểm của M'N'. Suy ra MB + NB =0 





0 


- MB, NB_ CB, DB 
SA SA CA DA: 
Từ đó A, 8, C, D là hàng điểm điều hoà. 


=> 0 


II. Hệ thức liên hệ giữa đường thẳng và 
đường tròn 

Bài toán 1. Cho đường tròn tâm Ó bán kính 
R và dây cung AB có trung điểm M. Thế thì bốn 
điểm thẳng hàng A, B, C, D là hàng điểm điều 
hoà khi và chỉ khi OC.. OD = RẺ (5) 

Chứng mình. Chú ý rằng OM L CD (h3) 





Hình 3 


Theo hệ thức Newton có 
ÓC. OD = (OM + MC)(OM + MP) 
= OM? + MC.. MD = OM? + MA? = RỀ. 
Bài toán 2. Cho đường tròn tâm O bán kính 
R. Các đường thẳng chứa hai dây cung AB và 
CD cắt nhau tại điển E sao cho E khác trung 
điểm AB và không nằm trên đường tròn. Một 
đường thẳng ð qua E cắt các đường thẳng AD, 
BC lần lượt tại P và Q. Gọi H là hình chiếu của 
điểm O lên đường thẳng ổthì 
-L,.L_2EH 
EP EQ ZŒ) 


trong đó #(E) = OE2 - R? là phương tích của 
điểm E đối với đường tròn tâm O. 


(6) 


Chứng minh. Giả sử các đường thẳng AD và 
BC cắt nhau tại điểm J. Lấy điểm M trên AB sao 


cho A, B, E, Mí là hàng điểm điều hoà. Đường 
thẳng JM cắt PQ tại Ƒ (hình 4 vẽ trường hợp 
điểm E nằm trong đường tròn). Vì /A, !B, JE, 
JM là chùm điều hoà nên P, Q, E, Ƒ là hàng 


điểm điều hoà. Theo (5) có OE .OF = R2. 


= OE(OE + EF) = R?—› EO.EF =OEˆ - R2 
_ (EH + Hö)EF =#(E) 
= EH. EF =.2(E) = EH. EF = #(E). 


dJ 





Từ đó và áp dụng (3) có 2P 
EP 


2 _2EH 
Er_ #Œ)' 

Hệ thức này vẫn 
đúng khi P, @ tương 
ứng trùng với Ð, €. 

Hệ quả 1. Giả sử 
đường thẳng ổ đi qua 
giao điểm E của AB 
và CD, đi qua giao 
điểm J của AD và BC. 
Gọi H là hình chiếu 
của tâm @ lên ở thì 
Z(E) = EH.. EJ. 





Hệ quả 2. Hệ thức 
(6) vẫn đúng khi A trùng với D và Ö trùng với C, 
lúc đó AD và BC đều là tiếp tuyến của đường 
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MỞ RỘNG BÀI TOÁN CON BƯỚM 
CHO CÁC ĐƯỜNG CÔNIC 


Có lẽ các bạn trẻ yêu toán đều biết đến bởi 
toán con bướm. 

Trong bài báo Một số dạng khác của bài 
toán con bướm (THTT 6.1995) bạn Phan Nam 
Hùng đã nêu bài toán con bướm và có một số 
tìm tòi mở rộng bài toán con bướm. Bài báo này 
bàn đến vấn đề sau : Nếu thay cho đường tròn 
trong bài toán con bướm ta xét một đường cônIc 
thì sẽ có kết quả gì tương tự kết quả của bài 
toán con bướm ? Những kết quả đó có thể mở 
rộng ra như thế nào ? 

Để thuận tiện trong lập luận xin nêu một số 
quy ước như sau : 


— Hai đường thẳng song song xem như chúng 
cắt nhau tại một điểm gọi là điểm vô tận. 

~ Hai đường thẳng phân biệt cùng đi qua 
điểm vô tận thì song song. 

Như vậy trong bài viết này ta luôn có thể nói 
đến "giao" của hai đường thẳng phân biệt. 

Trước tiên tôi xin giới thiệu một số kiến thức 
về tứ giác toàn phần. 


I. Tứ giác toàn phần 


Trong mặt phẳng tập hợp gồm bốn đường 
thẳng trong đó'không có ba đường nào cùng đi 
qua một điểm gọi là tứ giác toàn phần. Mỗi một 
đường thẳng đó gọi là một cạnh. Giao điểm của 
hai cạnh gọi là 


đỉnh Hai đỉnh 
không cùng nằm 
trên một cạnh 
gọilà hai đỉnh 
đối diện Mỗi 
đường thẳng nối 
ha đỉnh đối 


diện gọi là đường 
chéo. Ta có : 





LÊ HÀO (GV trường CĐSP Phú Yên) 


Mệnh đề 1. Trong hình tứ giác toàn phần, 
cặp đỉnh đối diện nằm trên một đường chéo và 
cặp giao điểm của đường chéo đó với hai đường 
chéo còn lại lập thành bốn điểm liên hợp điều 
hoà với nhau. 

Trong hình I tứ giác toàn phần tạo bởi các 
đường thẳng BA, BE, CA, CE có đường chéo AD 
cắt các đường chéo EF, 8C lần lượt tại 7, J. 
Mệnh đề l nói trên khẳng định rằng (AD/7) = -1, 
vậy chùm BA, BF, BI, BC là chùm điều hoà, do 
đó nếu gọi X, Y, lần lượt là giao điểm của 
BI với EC, AC thì (EDXC) = (AFYC) = -I. 

Để chứng minh mệnh đề 1 ta có thể sử dụng 
kiến thức về chùm đường thẳng hoặc dùng 
phương pháp toạ độ. Xin dành việc chứng minh 
cho các bạn. 


IL Mở rộng bài toán con bướm cho đường elip 

Bài toán 1. Cho elip (E) và một đường thẳng d 
tuỳ ý. Một tiếp tuyến A song song với d và tiếp 
xúc với (E) tại J. Đường thẳng nối J với tâm đối 
xứng của (E) cắt d tại T. Qua T kẻ hai đường 
thẳng phân biệt cắt (E) lân lượt tại A, B và C, D 
sao cho AD và BC cắt d lần lượt tại P, Q. 
Chứng minh rằng T là trung điểm của PQ (h.2). 

Trước khi trình bày lời giải bài toán này ta 
cần một số kiến thức sau, chi tiết hơn xin xem 
bài Một số hệ thức liên hệ giữa đường thẳng và 
đường tròn (THTTY 6.2002). 

Định nghĩa. Cho một đường cônic (S5). Một 
đường thẳng qua hai điển phân biệt M, N cắt 
(9 tại X, Y sao cho (MNXY) = —] thì ta nói M, 
N liên hợp với nhau đối với cônic (9). 

8, 2 
“+ *z=l và điểm 
a b 
M(x,:y„), khi đó mọi điểm liên hợp với M đối 


với (E) đều thuộc đường thẳng _ 
ạa 


Bổ đề 1. Cho clip (E) : 


3o} _ 
LỊY lưÐg: 
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Chứng minh. Gọi N(x ;y) là điểm liên hợp 
với IM đối với (E). MN cắt (E) tại hai điểm phân biệt 
X. Y có toạ độ X(xv +f(x—x¿); ye + —ye)), 


ŸŒ¿ +f;(X—*%e¿) ¡ ye +fa—y)), 


VỚI f¡,f„ ©]Ñ. 
MỸ $ 
NY t?œ>-l 
MX NX 
(MNXY) = —I CC sai 
MY NỸ 


Íñ_ h-Ì 
+:-—=-l ©1ị +í; =2. 
%, Y e Œ) nên 0,,, là nghiệm của phương 


(xạ +fŒ— xe)” Og+f@ Ty)” 


1, 
a2 b? 


trình : 


Phương trình này viết lại thành 


CỀ aø2 — 
a b 








2 2 2 2 
q a 


Áp dụng định lí Viète ta có 





fị+f; =2n0, œ “®% +9” = 1 (đpem), 
a b 

Dựa vào bổ đề I trên ta có thể giải bài toán I 
như sau : 

Chọn hệ trục 
toạ độ để (E) có 
phương trình 

DI 
= + =— =1. Gọi 
a“ b 
K là giao điểm 
của AD và ĐC, L 
là giao điểm BD 
và AC. Gọi X, Ÿ 
lần lượt là giao 
điểm của KL với 
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AB, CD. Xét tứ giác toàn phần tạo bởi TA, 7C, 
LD, LC ; từ mệnh đề I suy ra (TXBA) = (TYDC) 
= ~l. Vậy T liên hợp với X và T liên hợp với Y 
đối với (E). Giả sử T(+x„,y„), theo bổ đề, KL có 
phương trình “9” + “s“ = ], Œ) 
a b 

Vì J thuộc ƠT (đường thẳng A) nên 
J(kx, ,ky, ) với k z 0. Gọi ö là tiếp tuyến với (E) 
tại ÿ ; ồ có phương trình 


Thì, (2) 
a b 
Từ (1) và (2) suy ra KL // ồ, do đó KL /J d. 


Vì (TXBA) = -l nên chùm xác định bởi KT, 
KX, KB, KA là chùm điều hoà. ở // KL nên đ bị 
KA, KB, KT chắn thành hai đoạn bằng nhau 
TP = TO (ảpcm). 

Mệnh đề 2. Cho (E) là một elip và d là 
đường thẳng cố định. Giả sử m là đường thẳng 
nào đó cùng phương với d và cắt (P) tại M, N. 
Khi đường thẳng m thay đổi (nhưng luôn cùng 
phương với d) thì trung điểm T của MN luôn 
thuộc một đường thẳng cố định A mà A đi qua 
tâm đối xứng của (E). 

Chứng minh. (h.3) Chọn hệ trục toạ độ để 

: c. x2 y 
(E) có phương trình EM PC SE 
ad“ b 

Giả sử đ có phương trình &x + hy = c, suy ra 
m có phương trình kx + hy = e. 

Nếu ở = 0 thì 7 thuộc đường thẳng x = 0. 


Nếu h # 0 thì phương trình xác định hoành 
độ giao điểm của zm và (E) là 
h?b?x? +a”(e~ kx)” = h?a?b? 
hay (b?b?+a?k?)x?~2a?ekx+a?e?—h?a?b2 =0, 
= XS; TXy — a?ek — 
T2 "hph+a?E 
2 
hy)k 
can Tố vn sẽ , = hbŸx; — aˆkyy =0. 
h“b“ˆ+a“k 
Vậy 7T thuộc đường thẳng A : 
hb?x — a”ky =0 (đpcm). 


Nhận xét. Nếu tiếp tuyến ỗ song song với đ 
mà ô tiếp xúc với (E) tại J thì 7 thuộc A. 


Từ nhận xét trên ta có bài toán 2 (h.3) tương 
tự với bài toán con bướm. Đây là trường hợp 
riêng của bài toán Ì. 

Bài toán 2. (Bài toán con bướm elip). Cho 
elip (E) và hai điểm phân biệt M, N thuộc (E). 
Qua 
điểm T của 
MN kẻ hai 
đường thẳng 
phân — biệt 
cắt (E) tại 
A, B và tại 
C, D theo 
thứ tự. Giả 
sử AD và BC cắt MN lần lượt tại P, Q. Chứng 
mình rằng T là trung điểm của PQ. 


trung 





I. Mở rộng bài toán con bướm cho 
parabol 

Tương tự Mệnh để 2 bạn dễ dàng kiểm tra 
mệnh đề sau. 

Mệnh đề 3. Cho (P) là một parabol và d là 
đường thẳng cố định. Giả sử m là đường thẳng 
nào đó cùng phương với d và cắt (P) tại M, N. 
Khi đường thẳng m thay đổi (nhưng luôn cùng 
phương với đ) thì trung điểm T của MN luôn 
thuộc một đường thẳng cố định A mà A cùng 
phương với trục đối xứng của (P). 





Hình 4 


Đường thẳng A trong mệnh đề 3 (h.4) gọi là 
đường kính của parabol (P), liên hợp với 
phương đ. Từ mệnh đề 3 ta có bài toán 3 (h.4) 
sau đây. 

Bài toán 3. Cho parabol (P) và d là đường 
thẳng cố định. A là đường kính của parabol (P) 
liên hợp với phương d ; A cắt d tại l. Qua Ï kẻ 
hai đường thẳng phân biệt cắt (P) tại A, B và tại 
C, D theo thứ tự. Giả sử AD và BC cắt d lần 
lượt tại P, Q. Chứng minh rằng Ï là trung điểm 
của PQ. 

Tương tự như bổ đề 1 của bài toán I bạn dễ 
đàng kiểm tra bổ đề sau. 

Bổ đề 2. Cho parabol (P) : y°=2px và 
điểm /(x,;y„) ; khi đó mọi điểm liên hợp với 7 
đối với (P) đều thuộc đường thẳng 

Yạ„y = P(X + %a). 

Áp dụng mệnh đề 3 và bổ đề 2 trên bạn có 
thể giải bài toán 3 bằng cách lập luận hoàn toàn 
tương tự như lời giải bài toán 1. Khi ở cắt (P) ta 
có bài toán 4 tương tự bài toán con bướm và là 
trường hợp riêng của bài toán 3. 

Bài toán 4. (Bài toán con bướm parabol). 
Cho parabol (P) và hai điển phân biệt M, N 
thuộc (P). Qua trung điển T của MN kẻ hai 
đường thẳng phân biệt cắt (P) tại A, B và tại C, 
D sao cho AD và BC cắt MN lần lượt tại P, Q. 
Chứng minh rằng T là trung điểm của PQ. 

IV. Mở rộng bài toán con bướm cho 
hypebol 

Bằng cách hoàn toàn tương tự như đối với 
elip bạn có thể giải bài toán sau đây. 

Bài toán 5. Cho hypebol (H) và đường thẳng 
d tuỳ ý. Một tiếp tuyến song song với d và tiếp 
xúc với (H) tại J. Đường thẳng A nối J với tâm 
đối xứng của (H) cắt d tại T. Qua T kẻ hai 
đường thẳng phân biệt cắt (H) tại A, B và tại C, 
D sao cho AD và BC cắt (4) lần lượt tại P, Q. 
Chứng minh rằng T là trung điểm của PQ. 
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Bài toán 6. (Bài toán con bướm hypebol). 
Cho hypebol (H) và hai điểm phân biệt M, N 
thuộc (H). Qua trung điểm T của MN kẻ hai 
đường thẳng phân biệt cắt (H) tại A, B và tại C, 
D sao cho AD và BC cắt MN lần lượt tại P, Q. 
Chứng minh rằng T là trung điểm của PQ. 


Trong các bài toán trên nếu thay các đường 
cônic bằng một cặp đường thẳng ta cũng có 
những bài toán tương tự. Mời các bạn tiếp tục 
tìm hiểu. Cuối cùng chúc các bạn có nhiều 
thành công trong học tập. 


HỌ TIẾP TUYẾN VỚI ĐƯỜNG TRÒN 


BÙI VĂN VIỆN 


(GV trường THPT bán công Nguyễn Thái Bình, TP. Hồ Chí Minh) 


Có nhiều cách tìm phương trình tiếp tuyến 
với đường tròn và toạ độ của tiếp điểm. Sau đây 
là một cách tương đối ngắn gọn. 


Cho đường tròn (C): (x~ ø)ˆ + (y— b)Ÿ = RẺ. 
Tiếp tuyến với (C) tại M (x¿ ; yạ) e (C) có 
dạng (x~4)@x¿ ~4)+(y—b)(y„ — b) = RỂ. 











x=aÝ -b) 
Ta có | : ) tÍ ) =1 M, e (C). 


xe— *⁄v— 
R 
œ c [0, 2x) và mọi tiếp tuyến d„ của (C) có 


dạng (x - #)cosØ# + (yT— b)sinø — ® =0. 








: _: 
Vì vậy có thể đặt =cosđơ, =sinø, 


Ta gọi các tiếp tuyến đ„ với tham số ø là họ 
tiếp tuyến của (C). Toạ độ tiếp điểm 
Mu¿{%„; y¿) của (C) với đ„ là xạ =a+ Rcosơ, 
yạ=b+Rsinea. 

Ta áp dụng phương pháp này để giải các bài 
toán dưới đây. 

Bài toán 1. Cho đường tròn 

(C): (x—Đ” +(~ ĐỂ =1. 


Viết phương trình tiếp tuyến với (C) đi qua 
AQ ; 2). Tìm toạ độ tiếp điểm. 
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Lời giải. Họ tiếp tuyến với (C) là d„ : 
(x—])cosø + (y T— l)sinøz —I =0. 
Do A(3 ; 2) e d. — 2cosz +sinz-I=0 


= sinø = 1— 2cosø, thay vào đẳng thức 
No 5.0 CC 2 T s 
sin“œ+cos“ˆœ=l được (Ì- 2cosz)“ +cos“ œ =1 
2 4 
=> 5cos“ z—4cosơ =0 —> cosơ =0 hoặc cosœ San 


e Nếu cœơz = 0 thì sinœ = 1 => (đ.) :y—2=0 
và tiếp điểm E(x,;y„) có xạ =l+cosø =l ; 


y =l+sina =2. 


e Nếu cosø =5 thì sinø = 5: Vậy 


4 3 
(4„):sŒœ~=~s0-Ð-1=0 
= (d,):4x—3y—6=0 
và tiếp điểm Ƒ(x¿,y„) có xạ =Its =5: 


<ie=Z 
29 5: D5 


Bài toán 2. Cho hai đường tròn 
(Œ;):(x—ĐŸ+(- ĐỂ =1, 


(C;):(x—2)?+(y+ 1Ý =4. 


Viết phương trình tiếp tuyến chung của (C¡) 
và (C). 
Lời giải. Họ tiếp tuyến của (C)) là 
(4): x— 1)cosø + — l)sinz-1=0 (l) 
Họ tiếp tuyến của (C2) là 
(d,): (x—2)cos ổ + (y+ 1)sin 8-2 =0 (2) 
Để tìm tiếp tuyến chung của (C) và (C2), ta 
tìm ø và Ø sao cho đ¡ trùng đ; (các bạn tự giải), 
suy ra #= Ø và ta có 
t ~])cosz +(y-)sinz-Il=0_ @) 
(x—2)cosz +(y+1)sinz~2=0 (4) 
Thay (x— l)cosơ +(y~ l)sinø = ] từ (3) 
vào (4) được —cosø + 2sinø = Ì 


© cosœ =—l+2sinø @®Š) 


2ư=l 


Thay vào đẳng thức sin œ+cos 
được sin”°ø + (2sinø — ĐŸ =] 

© 5sin? z— 4sinø =0 

© sinz =0 hoặc sinø =s: 


e Nếu sinz =0 thì cosz =—l = (đ„):x =0 


se Nếu sinz =s thì cosœ =š 
Vậy 
(4„):3(x—1)+4~1)—5=0. 
= (đ„) :3x+4y—-12=0. 
Vậy có hai tiếp tuyến chung của (C¡) và (C2) 
với phương trình 
x=0 và 3x+4y— 12=0. 


GIAI ĐIỆU PARABOL 


LÊ HỮU DŨNG (GV THPT Lê Quý Đôn, Đà Nẵng) 


Bài toán 1. Từ điển A ngoài parabol (P) vẽ 


các tiếp tuyến AM, AN (M, N là các tiếp điểm). 
Một đường thẳng tiếp xúc với (P) tại T và cắt 
các tia AM, AN lần lượt tại B và C. 

Chứng minh rằng 


BM _ CA _TB 
BA CN TC 
Lời giải. Ta 


sử dụng tính chất 
tiếp tuyến của 
(P): 

Hình chiếu 
của tiêu điểm Ƒ 
của parabol lên 
một tiếp tuyến 
thì nằm trên tiếp 
tuyến đZ qua đỉnh 
của parabol. 





(Bạn đọc tự chứng minh tính chất này). 

Xem hình l1. 

Gọi Ƒ là tiêu điểm của parabol (P). Gọi Ở, S, 
V lần lượt là hình chiếu vuông góc của M, 7, N 
lên đường chuẩn A. 

Theo tính chất tiếp tuyến thì MA 1 FÓØ tại 
H,TC 1 FS tại J, NA L FV tại K và ba điểm 
H, J, K đều nằm trên tiếp tuyến ở đi qua đỉnh D 
của parabol (P). Từ đó từng bộ bốn điểm sau 
nằm trên đường tròn : (B, F, H, J), (A,H, F, K), 
(C, J, F, K). 

Áp dụng tính chất của các góc nội tiếp và 
các góc có cạnh tương ứng vuông góc ta có 
FMH = HMO = SQF = JHF = FAK = JBF (1) 

Tương tự có 


FTC=€CTS= FSV =FJK = FCK = FBH. 
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Từ đây suy ra FBM = FTB = FCA (2) 

Từ (1) và (2) suy ra AFBM c2 AFTB nên 
PM _ TB _ CA 

BA _TC _CN 

BF TF. CF @ 
BM _ TB _ CA 
BA “TC CN (PCH), 

Bài toán 2. Với giả thiết như bài toán Ì, một 
cát tuyến tuỳ ý qua A cắt (P) ở R, Q và cắt 
MNở D. Chứng mình rằng (ADRQ) là một 
liễng số Ai808fiddJHirdlfSe se; li 

RD_ QD 


œ2 ANCF nên 


Từ (3) và (4) có —— 


hiệu là (ADR@) = ~L) 

Lời giải. Xem hình 2. Chọn hệ trục toạ độ 
Óxy sao cho phương trình của (P) là y = ax?. 

Phương trình đường thắng AÓ qua A(+x,;y, ) 
là y=&(x—x¿)+yạ. Vì R, Ó thuộc (P) và AO 
nên x„, xo là nghiệm của phương trình : 

ax? — kx + kxy — yạ =0 (5) 

Gọi E là điểm sao cho (AERO) = —1 

= AR.EO = RE.AO 

=> 2(X¿xg + 1g*o) =(%¿ + Xg).(Xg + +o) 





kx.— 
= 3|x,x, _ 2 ]=(, +xzg) (đo (S)) 
a 
= k(xg - xạ) = 2(4X¿xg — Yạ) (6) 
Do E thuộc AQ nên yz = k(xg — x„) + yọ. 
Từ đó và (6) có y„ = 24X¿xXg — Yạ. 
Vậy E thuộc đường thẳng y = 2ax¿x— y„ (7) 


Dễ thấy điểm M(x„ ;y„) nằm trên tiếp 
tuyến tại M, đi qua A(+, ;y„) nên toạ độ thoả 
mãn (7). Tương tự, toạ độ ẤW(x„ ; y„) cũng 
thoả mãn (7), nghĩa là đường thẳng (7) đi qua 
M, N. Do vậy E là giao điểm của MN và AO, 
nghĩa là E phải trùng đối với D (đpcm). 

Bình luận. 
Cuộc hoà tấu của 
bài toán 1 và bài 
toán 2 cho ta 
một giai điệu đẹp 
ngất : 





BM _ CA _TB 
BA CN TC 
(ADRO) =— Hình 2 


Xin tạm dịch hệ đẳng thức trên thành lời : 
Ba dây hoà điệu nhịp nhàng. 

Một dây, bốn ngón chạy hàng nốt hoa. 

Áp dụng. Với giả thiết bài toán I. 

1) Chứng minh rằng : 

a) Trực tâm của tam giác ABC thuộc đường 
chuẩn của (P). 

b) Nếu A thuộc trục của (P) thì AB+ AC 
không đổi. 

c) Nếu A chạy trên một đường thẳng không 
cắt (P) thì MN đi qua một điểm cố định. 

2) Tìm quỹ tích tâm đường tròn nội tiếp tam 
giác CBF. 


VIẾT PHƯƠNG TRÌNH PARABOL BẰNG 
PHƯƠNG PHÁP CHÙM 


PHẠM QUỐC PHONG (GV THPT Hồng Lĩnh, Hà Tĩnh) 


Viết phương trình parabol là bài toán 
quen thuộc, nhưng để có lời giải đơn giản lại là 


vấn đề khác. 
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Phương pháp đã trở thành /ối mòn được áp 
dụng giải bài toán này là phương pháp hệ số bất 
định ba tham số như sau. 


e Gọi parabol cần tìm là y=zx?+bx+c 
(œ0) 

e Từ các giả thiết của bài toán, thiết lập và 
giải hệ ba phương trình ba ẩn đối với a, b, c sẽ 
thu được parabol cần tìm. 

Bài viết này trình bày cách viết parabol bằng 
phương pháp chùm parabol một tham số và sử 
dụng phương pháp chùm parabol để viết phương 
trình parabol thoả mãn một số điều kiện đã cho. 


1. Chùm parabol 


Các parabol xét ở bài này đều là parabol có 
trục đối xứng song song với trục tung, tức là các 
parabol có phương trình dạng 


y=ax7 +bx+c (z#Q0). 
e Định nghĩa. Tập hợp các parabol cùng đi 
qua hai điểm A, B cố định gọi là chàm parabol. 


Đường thẳng AB gọi là rrục của chùm 
parabol. 


e Phương trình của chùm parabol 

Gọi A(x,;y„) và P(xszyg) là hai diểm 
thuộc đường thẳng đ : y = px + 4. 

Dễ dàng kiểm nghiệm phương trình của 
chùm parabol qua A, Ö là 

y=m(x— x„)(x — xpg) + px + q với m # 0. 

se Trường hợp tổng quát khi p # Ö và y„ # yg 
thì chùm parabol được gọi là chừm parabol lệch 
tung (h.l). 

se Khi p = 0 tức là y„ =yg và A khác Ø thì 
chùm parabol được gọi là chàm parabol đẳng 
tung (h.2) và phương trình của chùm có dạng 

y= m(x~— xx)(x — xg) + yạ, (m # 0). 

e Khi p z# 0 và A trùng với Ö thì chùm 
parabol được gọi là chờm parabol tiếp xúc, với 
tiếp điểm A(x„ ; y„) (h.3) và phương trình của 
chùm có dạng 

y = m(x— xẠ)° + px+q, (m #0). 


se Khi p = 0 và A trùng với Ö thì chùm 
parabol được gọi là chàm parabol chung đỉnh 


với đỉnh chung A(x„;yx;) (h.4) và phương 
trình của chùm có dạng 
y= m(x— x„)Ÿ +y¿ (Œm#z0). 
2. Áp dụng 
Thí dụ 1. Viế? phương trình parabol (P) có 
đỉnh là A(1 ; —2) và (P) chắn trên đường thẳng 
dđ:y=x+ một dây cung MN = A34, 


Lời giải. 
e Phương trình chùm parabol đỉnh A(I ; -2) 
là (P): y= m(x— 1)” —2 @n#0) (1) 


e Phương trình hoành độ giao điểm của (P) 
và đường thẳng đ là m(x-lỞ-2=x+l 


«© m7 -(2m +1)x+m—3=0 (2) 
Với 0Ö # m > _. phương trình (2) có hai 


nghiệm phân biệt x;, xạ, đó là hoành độ giao 
điểm ÄM, N của (P) và đường thẳng 4. 


« Từ(2) suy mà Qị — xạ)” =-^~ với Alàbiệtthức 
mì 


e M, N thuộc đường thẳng đ nên 
ị "32 =3) T—42 
Sa Do MN =^/34 nên 2-34 


m m" 


= MN?=2 


=> 17m” —16m —1=0 có hai nghiệm zm = l và 
m =¬m đều thoả mãn 0 # m > TT: 


Thay các giá trị của m vừa tìm được vào (1), 
ta có hai phương trình parabol cần tìm là : 


(ŒP,):y=+?—2x~1 


`. 5. 
(f):y= 2 2x-35). 


Thí dụ 2 
Viết phương trình parabol (P) qua điểm cực đại, 
2 
cực tiểu của đồ thị hàm số y = — (C) 


và (P) tiếp xúc với đường thẳng d : 2x — y — 10 = 0. 
(Đại học An ninh, khối A, 1999) 
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Hình ï 


Hình 2 


Lời giải. Toạ độ các điểm cực trị là nghiệm 
của hệ sau 


_x -x+9 —x -x+9+(x°-2x-8) 
=x.ẽ. x x-] 
y=0 x*ˆ—=2x—8=0 
y=2x-l 
©\4„ @) 
x“—=2x-8=0 


Toạ độ điểm cực trị thoả mãn phương trình 
y=2x—l+m(x?~2x—8) (4 


Thấy rằng +x?-2x-8=0 luôn có hai 
nghiệm phân biệt, bởi thế (4) với m # 0 là 
phương trình chùm parabol đi qua các điểm cực 
trị của (C). 

Parabol (P) tiếp xúc với đường thẳng đ khi 
và chỉ khi phương trình sau có nghiệm kép : 

2x—1+m(x7 =2x—8) = 2x T—10 

2 m+z0 
© mx“ - 2mx — 8m +9 =0 <© 
A=0 
©m=l. 

Thay mm = 1 vào (4) ta có phương trình của 
parabol cần tìm là (P): y = xˆ -9. 

Lời bình 

e Bài toán không yêu cầu tìm điểm cực đại, 
cực tiểu. Lời giải trên đã tránh không tính cụ thể 
các yếu tố đó. 


e Hệ phương trình 
x-2x-8=0 

được gọi là hệ đặc trưng của chùm parabol. Lúc 

này, ở hệ đặc trưng chưa xuất hiện phương trình 
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XA x 


Hình 3 


Hình 4 


của trục. Phép biến đổi dẫn ra phương trình (3) 
để tìm trục của chùm parabol. Đó cũng là : Kĩ 
thuật viết phương trình đường thẳng đi qua 
điểm cực đại, cực tiểu của đồ thị hàm hữm tỉ và 
kĩ thuật chứng mình tính thẳng hàng của 
ba điểm uốn của đồ thị một số hàm phân thức. 
Thí dụ 3 
Viết phương trình parabol (P) qua điển cực 
3 
* 2 


đại, cực tiểu của đồ thị hàm số y = * + 


và (P) tiếp xúc với đường thẳng d : y = $ 


(Đại học Thái Nguyên, khối A + B, câu Ï 
(1999 - 2000)) 


Lời giải. Toạ độ điểm cực trị là nghiệm của hệ 


3 2 
x 2 X 2 
CAN =a. =—X —~=ã'#*i+£ 
„=1 x1. lở 3 3 
y=0 x7 =1 
đu liền Sẽ 
ca IÊP Ti. 
x-1=0 x -1=0. 


Toạ độ điểm cực trị thoả mãn phương trình 


<< tú 2 cm07<i1; m0 (5 
3 3 

Hiển nhiên phương trình x”—1=0 có hai 
nghiệm phân biệt và (5) là phương trình chùm 
parabol (P) đi qua các điểm cực trị của đồ thị 
hàm số. 

Parabol (P) tiếp xúc với đường thẳng đ khi 
và chỉ khi phương trình sau có nghiệm kép 

1 


2 2 2 _ 4 _ 
B216: 1246400 -Ù=s <>m= 3 


Thay m= ¬3 vào (5) ta có phương trình 


2 


parabol phải tìm là y = . 1. 


Thí dụ 4. Cho hàm số y= x1 6x? +4x+6. 

l) Chứng mình rằng đô thị hàm số có ba 
điểm cực trị. 

2) Viết phương trình parabol (P) đi qua ba 
điểm cực trị ấy. 

Lời giải. 

se Lấy đạo hàm y'=4(xÌ-3x+l), gọi 
h(x) = SP Si DỈ 

Để ý rằng (—2) =—l <0; h(—1)=1>0; 

h{)=—1<0 ; h()=3>0 suy ra y'=0 
có ba nghiệm x;, x;, x thoả mãn 

~2<xị <-l<x*¿ <l<x; <2 

nên đồ thị hàm số có ba điểm cực trị. 

e Toạ độ các điểm cực trị là nghiệm của hệ 
lE: -6x2 pho ~6x?+4x+6 

x)=3x-I 


y0 


x2? =3x~l 


[*0Y010uả6 


n. +3x+6 


x =3x—]. 


Toạ độ các điểm cực trị thoả mãn phương 
trình y=-3x7+3x+6, đây là phương trình 
parabol (P) đi qua ba điểm cực trị hàm số đã 
cho. 

3. Các bài luyện tập 

Bài 1. Viết phương trình parabol (P), biết 





rằng (P) cắt hypebol () : y= = ñ tại các 
điểm có hoành độ nghiệm đúng phương trình 
xì =4x?-5x =0. | 
Bài 2. 
Viết phương trình parabol đi qua điểm cực 
` Ễ x? 
đại, cực tiểu của hàm số y = mm 





ï và tiếp xúc 
` ; l 
với đường thắng y = S= 


(Đại học An ninh khối A, 1998) 

Bài 3. 

Viết phương trình của parabol đi qua các 
điểm A(-43;0), Ø(V3;0) và tiếp xúc với đồ 
thị (C): y= xÌ—3x. 

(Học viện KTQS, 1998) 

Bài 4. 

x+I 


x° +] 


có ba điểm 





Chứng minh đồ thị y = 


uốn thẳng hàng. 
(Đại học Y khoa Hà Nội, 1999) 
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ĐI TÌM MỘT LỜI GIẢI ĐẸP 


Trong sách Hình học lớp I2, NXBGD, 1992 
của các tác giả Văn Như Cương, Tạ Mân, 
Trần Nguyệt Quang, có bài toán đáng chú ý 
(Bài tập I1 trang 65). 

Bài toán 1. Tìn điều kiện cân và đủ để 
đường thẳng d: Ax + By+C =0 là tiếp tuyến 


2 2 
3 


: + 
của elip (E):—— +~ =]. 
a2 bỲ 
Cách giải 1. Thông thường, bài toán l được 
giải theo trình tự sau : 


e Đường thẳng đ và (E) tiếp xúc Hệ PT 
sau có nghiệm duy nhất 


Ax+By+C =0 () 

x? y? 

— (2) 

a b 
e Vì A” + B” z0 nên A #0 hoặc Ö z 0. 
Nếu Á z0 thì từ (1) suy ra: x=— y—< G3) 
Nếều#Z+0n00i0jig82 2< zóŠ (4Ð 


A =A 

Sau đó, tuỳ vào việc A z 0 hay 8 # 0 mà thế 
(3) hay (4) vào (2) nhằm chuyển bài toán tìm 
điều kiện để hệ phương trình có nghiệm duy 
nhất thành bài toán tìm điều kiện để phương 
trình bậc hai có nghiệm kép. 

Cuối cùng, ta có kết quả : đ là tiếp tuyến của 
(E) © a?A? +b°B” = CẺ. 

Mặc dù, trong bài toán l, vai trò của x, y là 
bình đẳng nhưng sự bình đằng này không được 
xem xét một cách đầy đủ trong suốt quá trình 
giải. Vì vậy, theo hướng giải trên, ta nhận được 
một lời giải đúng nhưng không đẹp. 

Để khác phục tình trạng này, tôi xin đưa ra 
một lời giải mới cho bài toán 1. Hi vọng rằng 
lời giải này phần nào thoả mãn được mỹ cảm 
toán học của các bạn. 


142 


CAO TRUNG CHINH 
(GV THPT chuyên Hoàng Văn Thụ, Hoà Bình) 


Cách giải 2. d là tiếp tuyến của (E) 
© Hệ PT sau có nghiệm duy nhất 


Ax+ Bx+C =0 
x2 y? 
—+“>=l 

ad” b 


Đặt X=^ và Y= ñ thì hệ phương trình 
ạa 
sau có nghiệm duy nhất 
.. =0 (A) 
Œ) 
<> Đường thẳng A và đường tròn (7) tiếp xúc 
© Khoảng cách từ điểm gốc Ø(0 ; 0) đến 
đường thẳng A bằng 1 
(c] 
c> ——-_—_-——_—_—_— 
va?A” +bˆB? 
Bài toán 1 đã được giải quyết với một lời giải 
hoàn toàn mới. Trong lời giải này, sự bình đẳng 
của x và y được duy trì trong suốt quá trình giải. 


X?+Vˆ=I 


=l© a?A?+b?B? =C”. 


Việc đặt ẩn mới X=~ và Y =5 đã chuyển bài 
q 


toán xét tiếp tuyến của elip về xét tiếp tuyến của 
đường tròn. Với cách tiếp cận trên, bạn cũng 
sẽ tìm được môt lời giải đẹp cho bài toán tương 
tự sau. 

Bài toán 2. Tìm điều kiện cần và đủ để 
đường thẳng d : Ax+By+C=0 là tiếp tuyến 


2':- „2 
hypebol (H) : ` -*> = 
ad“ b 
Chúc các bạn thành công. 


KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT CÔNIC ĐẾN MỘT LOẠI 
ĐƯỜNG THĂNG 


Bài toán khoảng cách giữa một đường cônic 
với một đường thẳng là một bài toán thông 
thường của lớp 12 mà học sinh thường gặp trong 
các kì thi. Để các bạn học sinh có thể giải bài 
toán này một cách thuận lợi tôi xin nêu cách tìm 
khoảng cách từ một cônic đến một loại đường 
thẳng có phương trình Ax+y+C=0 với 
A? + B? =1 vàC >0. Ta gọi đó là đường thẳng 
loại I. Nếu C < 0 thì chỉ việc đổi dấu cả A và Ö. 

Bài toán 1. (Khoảng cách từ một elip đến 
đường thẳng loại l) 

Trong mặt phẳng Oxy, cho elip (E) : 


2 
% 
—_ứ.- 


: 2 
=lvớia>0,b>0. 
a? b 


và đường thẳng 

A:Av+By+C=0với A” + Bˆ =1 vàC >0. 

1) Tìm điều kiện để A và (E) không có điểm 
chung). 

2) Giả sử M thuộc (E), gọi MH là khoảng 
cách từ M đến A. Trong trường hợp A và (E) 
không có điểm chung, tìm toạ độ của điển M 
sao cho : 


a) MH là ngắn nhất. 
b) MH là dài nhất. 


Lời giải. s Bạn đọc tự chứng minh được kết 
quả sau đây bằng phương pháp thông thường : 


Đường thẳng A và (E) không có điểm chung 
khi và chỉ khi a?A” + b”8Ÿ < C7. 
e Giả sử Ä⁄(x ; y) thuộc (). 
Do A?+ 8ˆ =1 suy ra khoảng cách từ M 
đến A là 
MH =|Ax + By + C| 


TRẦN VĂN MINH (TP. Hồ Chí Minh) 


Áp dụng bất đẳng thức tam giác, suy ra : 
|C-|Ax + By||< MH <€ +|Ax + By| () 
Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz đối 


ĐI” ` . 
vỚi He, và aA, bB ta có 
a b 


|Ax + By|< \a?A? + b?8? (2) 
Từ (1) và (2) suy ra 
0<€-Ýa?A? +b?B? < MH 
<€+a?A? +b?B? 3) 


Dấu bằng ở (3) xảy ra khi và chỉ khi hệ sau 
có nghiệm : 


Giải hệ này được hai nghiệm : 


X= a?A ` a?A 
1 TT TằẶằẶ-ẶẶ--Ặ-----—xx:: —= ———_— — 
\a?A? +b?B? _ éa2A? +b?B? 
b?B b?B 


nh \a?A? + b2B? tia 
Thử lại với M,(x¡;y,) ta có 
MỊH =C+a?A? +b?B?. 
Từ (3) suy ra 
Max MH =C +4|la?A? + b2B?. 
Tương tự với Ä⁄;(x; ; y„) ta có 
M,H =C -9a?A? +bˆ”B”. Từ (3) suy ra 
Min MH =C -a?A? + b”B”. 
Vậy MH ngắn nhất khi M trùng với M; (x;;y; ). 
MH dài nhất khi M trùng với M,(x¡:yỊ). 
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Bài toán 2. (Khoảng cách từ một parabol 
đến đường thẳng loại I) 


Trong mặt phẳng Oxy, cho parabol (P) : 
y?=2px và đường thẳng 

A: Ax+By+C=0 với A” + B” =1 vàC >0. 

1) Tìm điều kiện để (P) và A không có điểm 
chung. 

2) Trong trường hợp A và (P) không có điểm 
chung, tìm điểm M thuộc (P) sao cho khoảng 
cách từ M đến A là ngắn nhất. 

e Bạn đọc có thể chứng minh kết quả sau 
đây bằng phương pháp thông thường : 

Đường thẳng A và (P) không có điểm chung 
khi và chỉ khi 

pB” -2AC <0 
Az0. 
e Giả sử MH là khoảng cách từ M(x;y) 


thuộc (P) đến đường thẳng A. Do A2+B” =I 
thì MH =|Ax+ By+C| 








2 22 
A -B 
- 1 [y+ p) có 
2p A Á 
2 nÁ _B? 2 Số 2 
„w> IAlÌ pAC —B°p?Ì _ 2AC— pB dở 





2p A2? 2lAI 
Dấu bằng ở (4) xảy ra khi và chỉ khi hệ sau 
có nghiệm. 


2 
-_BP  |x=t 
TT” e 2A 
2 B 
yˆ. =2px =——P. 
y A 


Hệ trên có một nghiệm. 
Vậy MH đạt giá trị nhỏ nhất tại điểm 
2 _- 
M| PP—,_p | lúc đó MH = “2C —PE— 
14⁄2 A 2|AI 


__ Nhận xé. Ta không tìm maxMH, vì M có thể 
ra xa vô tận trên (P). 
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Bài toán 3.(Khoảng cách từ một hypebol 


đến đường thẳng loại I) 
Trong mặt phẳng Oxy cho hypebol 
JA- 
x* y 
(H): —-“- =l 
aˆ p2 


và đường thẳng 

A: Ax+By+C =0 với A? + B” =1 vàC >0. 
1) Tìm điều kiện để A và (H) không có điểm 

chung. 


2) Trong trường hợp A và (H) không có điển 
chung, tìm điểm M thuộc (H) sao cho khoảng 
cách từ M đến A là ngắn nhất. 


e Bạn đọc chứng minh dễ dàng bằng phép 
biến đổi thông thường : 

Đường thẳng A và (7) không có điểm chung 
khi và chỉ khi a?A? - bˆB° > C”. 

s Cho bốn số thực a, b, x, y thoả mãn 


(a2 — bˆ)(x? ~ y?) >0 ta có bất đẳng thức 


|ax + by| > ^j(2 - b2X+x3 - y2) @®) 


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ay = —bx. Ta 
gọi (5) là bất đẳng thức giả - Schwarz. 


e Giả sử M(x ;y) thuộc (H).Do AŸ + B7 = I, 
gọi khoảng cách từ Ä đến A là MK thì 
MK =|Ax + By + C|. 
Theo bất đẳng thức tam giác ta có 
MK >||Ax + By|~ÌC|| = ||Ax + By| - C|. 
Áp dụng bất đẳng thức giả - Schwarz với 


Aa,Bb và c ta có 
a b 


2 2 
|Ax + By|>, l¿24? _ 0085| ¬ 2) = 
a b 
= \a2A? _—b2B? >C. 
Do đó MK > \a?A? - b?2B? —C (6) 


Dấu bằng xảy ra ở (6) khi và chỉ khi hệ sau 
có nghiệm 








a Bb 
ẢT y==—— 
Tu a ° 
2 2 
Ti và 
a? b2 
Giải hệ này được hai nghiệm : 
-Ad7 Aaˆ 
3n = 
dˆAˆ=bˆE” ` ° J2A?- pg2 -bˆ8? 
Bb -BP? 


Thử lại hai nghiệm này ta thấy dấu bằng chỉ 
xảy ra ở (6) khi Mí trùng với M;(x; ;y;). Vậy 
ÄK ngắn nhất khi M trùng với M;(x; ;y;), và 
SÀ s4 ˆ^B—>É, 

Nhận xét. Ta không tìm min MK, vì điểm M 
có thể ra xa vô tận trên (). 


lúc đó MK = 


PHƯƠNG TÍCH CỦA MỘT ĐIỂM ĐỐI VỚI 
MỘT ĐƯỜNG CÔNIC 


Các bạn đã được làm quen với các đường 
cônic qua sách giáo khoa. 

Trong bài viết này xin giới thiệu một tính 
chất khác của ba đường cônic đã được các nhà 
toán học nghiên cứu và ứng dụng. Đó là phương 
tích của một điểm đối với một đường cônic. Ta 
đã biết khi tâm sai e của ba đường cônic tiến tới 
0 thì các đường này suy biến về một đường tròn. 
Đối với đường tròn (2) tâm @ bán kính #, một 
đường thắng (chuyển động) A luôn đi qua một 
điểm cố định M, cắt () tại hai điểm A, Ö thì 
phương tích của điểm Mí đối với () được xác 
định là : 


Z\M!)= MA.MB= MO” — R2 (không đổi). 


Z4A//) là một đại lượng đại số, có giá trị 
dương hoặc âm hoặc bằng không tuỳ theo điểm 
M nằm ngoài, nằm trong, hoặc ở trên (99. 

Vậy trong trường hợp tổng quát, liệu đối với 
đường cônic (I) có xác định được phương tích 
của một điểm cố định M đối với (I)hay không, 
để đại lượng đó là không đổi đối với M và (T) 
đã chọn ? 


10.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


NGUYỄN ĐẠO PHƯƠNG (Hà Nội) 


I. Phương tích của một điểm đối với một 
đường cônic 

Trên mặt phẳng cho đường cônic (T), tiêu 
điểm F, đường chuẩn đ ứng với F (chẳng hạn 
xem parabol trên hình 1), A là một đường thẳng 
(chuyển động) luôn qua một điểm cố định M, 
cắt (T) tại A và B, hợp với trục tiêu của cônic 
góc œ với 0 < ø< Z7 (trục tiêu là đường thẳng 
qua F vuông góc với đ). Phương tích của điểm 
M đối với cônic (T') được xác định là 

Z#(MIT) = MA. MB (I- €ˆ cos? ) 
trong đó e là tâm sai của cônIc. 

Trong phần tiếp theo ta sẽ chứng minh với M 
và (I) đã cho và H là hình chiếu vuông góc của 
M trên ởđ thì 


MA. MBQq —£ˆ cos? Œ)= ME” -cˆMH” 


nên đại lượng .{(M/7) không đổi. 

H. Phương trình của cônic đối với tiêu 
điểm và đường chuẩn 

Trên mặt phẳng cho điểm Ƒ cố định và 
đường thẳng đ cố định không qua F, ta tìm quỹ 
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tích các điểm 7 sao cho tỉ số khoảng cách từ 7 
đến F và từ 7 đến ¿ bằng một số dương không 
đổi e. 





Hình l1 


Gọi J là hình chiếu vuông góc của 7 trên đ 
và T7 cắt Óy tại /. Ta tìm quỹ tích của 7 sao cho 
z =£ (e >0, không đổi). Gọi K là hình chiếu 
của Ƒ trên đ. Đặt KF = p. Chọn điểm Ó trên 


đường thẳng KF sao cho _ =—e (như vậy Ø 


` ..P ~ «Z ` OF Ma 
là điểm thuộc quỹ tích vì 2K” e). 


Lập hệ trục toạ độ vuông góc Đề các Óxy, 
trục hoành Óx chứa KF, chiều dương từ K đến 
F, trục tung Óy vuông góc với Óx tại Ó (h.]). 
5E - 


—=——=T=€ 


Từ 





OK =-—_. Toạ độ của F là F[jP°-;0].toạ 
l+e ï l+e 


độ của K là tr? .0) . Gọi toạ độ của điểm 
L4 


T là Tặ@ ; y), ta có TJ =TI+lJ =TI+OK = 
2 

hi à 7F” =Í -¡Pc ) 2 

(x+r£-] aTr X [PP +”. 


": 
Từ  =e ta được 


TP”S=£ TT 


2 2 
pe 2 2 p 
c + = 
=Ă Lz) 4 ý (x+z#;) 


©(q-¿?)x+Ÿ -2pex + yŸ =0 








lcề, 
Ta được (1) là phương trình quỹ tích của T. 
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a) Nếu e = 1 thì phương trình (1) trở thành 
y? =2px, quỹ tích là một parabol. 

b) Xét 0 <ez 1. 

Tịnh tiến hệ 
o|-E5;:0] làm gốc hệ trục mới QXY thì 
công thức tịnh tiến hệ trục là : 
p€e 


l—-e 


trục toạ độ (xy, lấy 


x=X+ 





2 
y=Ÿ. 
Lúc đó (1) trở thành 
(I-e?)X?+(q~e2)Y? = p?¿? 
X” Liêg 


e- + 
Bo 2` p2¿2 
1£” I-e 


Với hệ trục toạ độ QXY ta thấy : 

e Nếu 0 < e< l thì (2) là phương trình chính 
tắc của một elip. 

e Nếu e > I thì (2) là phương trình chính tắc 
của một hypebol. 

Do đó (1), (2) được gọi chung là phương 
trình của ba đường cônic (I') theo tâm sai e và 
tham số tiêu p. 

HI. Giá trị của #(M /1) 

Đường thẳng A có một vectơ chỉ phương là 
A =(cosơ ; sinz). Phương trình tham số của 





=Í (2) 





đường thẳng A đi qua điểm #⁄(x„; y„) là 
X=*¿+fCOSở 
y=ys+sina 
với ? c ]R là tham số. 

Giả sử điểm N chạy trên A, xét MA =¿ 
(tham số). Khi N ở A đặt MA =¡„, khi Nở B 
đặt MB =g. 

Toạ độ của A và B là nghiệm của hệ phương 
trình 

Œ): d-£2)x? -2pex + y” =0 


X =x¿ +/COSØ@ 
(A): 
y=yas+/sinø 


q) 
(2) 


Thay giá trị của x, y từ hệ phương trình (2) 
của A vào phương trình (1) của (T) ta được 
phương trình bậc hai (ẩn ?) là 
q— c?cos” a3? +2I1-— c X(X¿COSớ — eCOSØZ) 
+y„sinz]r+(1~e”)x ~2pex¿ + y2 =0 3) 

Vì theo giả thiết A cắt (T) tại hai điểm A, B 
nên phương trình (3) có hai nghiệm /„,íp. 


Theo định lí Viète được 
6ý 2 q -e?)x2 —2p#%X, +y? 
1—e”cos”ø 
Do đó 


MA.MBQ-—eˆ2cos”ø)=(1I—£? 1x —2p€%g s9”. 

Vậy 2? (M/I) = MA. MBqA -?cos? Œ) 

=(l _-e?)x? — 2pứX%¿ +2. 

Bạn đọc để ý rằng kết quả này tương tự với 
phương tích của điểm M(+x,;y„) đối với đường 
tròn (Ø) khi thay x bởi x„ và thay y bởi y,. 

Với (6): A7 + y?+2Ax+2By+C =0 

(A?+B?2-C>0) ~ 
ta có 2 (M/I) = x) + yệ +2Ax, +2By, +C 

Bây giờ ta chứng minh 

#\MI D= ME” - cÈMH” (không đổi). 

Gọi Ó là giao điểm của MH với trục Óy. Ta 





nh. PS p 
có MH = MO + QH =~x, + OK =~x— TT——. 


.—cL 2cm? 
Dođó MF -cẤMH = 





={ Tà c — 2P#%Q +y?, 
Vậy . (M/1 ) 
TH TA J2 s8... 

= MA.MB(1-e“cos“ơ)=MEF -cˆMH 

= (l -e?)x2 —2P#%g +y? (4) 

IV, Một vài ứng dụng 

Bài 1. Bài toán về tứ giác nội tiếp 

Cho cônic (l`). Qua một điểm M kẻ hai cát 
tuyến phân biệt AI và Aa. Ai và A2 hợp với trục 


tiêu ÓF các góc ơi, d; theo thứ tự. Đường 
thẳng Ai cắt đường cônic (1) tại A, B và đường 
thẳng As cắt (I) tại C, D. Chứng mình rằng 
điều kiện cân và đủ để bốn điểm A, B, C, D 
cùng nằm trên một đường tròn là ơi +ữ¿ =7, 
hay là AI và A; nghiêng đêu trên trục tiêu (h.2). 

Lời giải. Phương tích của giao điểm M đối 
với (L) theo (4) là : 

Z (M/D)= MA. MBQ - €ˆ cos? øi) 

= MC.MDA-c?2cos°ø;) — (5) 

Bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên một đường 
tròn khi và chỉ khi MA. MB =MC.MD_ (6) 

e Nếu có (6) thay vào (5) được 

COS” đi = COS” đa. 

Từ đó ta được ơi =øơ; hoặc đi =Z~øa. 
Loại bỏ trường hợp øi =ø; ta được ứi = Z - đa. 

se Điều ngược lại cũng đúng khi thay 
cosơ; =-cosở; vào (5) để suy ra (6). 





Hình 2 


Vậy bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên một 
đường tròn khi và chỉ khi A¡, A; nghiêng đều 
trên trục tiêu. 

Bài 2. Bài toán Newton 

Cho cônic (T) và hai đường thẳng cắt nhau 
AI, Aa¿. Một góc uMv nào có có Mu // Ai và 
Mvl! A›, cạnh Mu cắt (T) tại A, B và cạnh Mv 
cắt (T) tại C, D. Chứng mình rằng xe ma à 


không đổi khi góc uMv di động. 
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Lời giải. Ai và 
A; theo thứ tự 
hợp với trục tiêu 
các góc đi và 
œ; không đổi 
(h.3). 

Theo (4) ta có : 





Hình 3 


#(M/T)= MA. MB( - €ˆ cos” øi) 

= MC. MDQ -e? cos? Ø2). 

Do đó 

MA MB I-c°cos : 
=2, =_—— ,“”” 2 là không đổi. 
MC MD 1-c“cos“øy 





Bài 3. Bài toán Mac-Laurin. Cho cônic (7) 
và hai điểm cố định Ai, As. Qua Ai vẽ đường 
thẳng AI nào đó và qua A; vẽ đường thẳng A2 
sao cho A› !I Ai. Đường thẳng A, cắt (T) tại Bị, 
C¡ và đường thẳng As cắt (1) tại Bạ, Cạ. Chứng 
mình rằng Si, SH. bÓ) 

2; . A¿C¿ 











là không đổi khi Ai di động. 


AI 





Lời giai. Ai, A› cùng hợp với trục tiêu góc œ 
(h.4). 
Theo (4) ta có : 
#(AJ/D= AiB,. A,Cjd— e2 cos” ø) 
#(AJ)= A,B;. A,C;(1— e? cos? ơ) 
Vì Z(A/7) và Z(Az/T) là các số không đổi 
ArBi : Aj@q —£? cos” ø) 





ê ——— 5—s—~ là không đổi. 
A;B,.. A;C;(l~ e“ cos“ đ) 
A.B..A ý 
d6 để 2 TL “N6 L1 13iowg đối: 
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Bài 4. Bài 

toán C.Michel - C 
Clifort. Cho 
cômc (Ï) có tâm 
là @O „; A là 
một điểm cố ([) 
định. Một đường 
thẳng A nào đó 
đi qua A cắt (Ï) 
tại B, C. Vẽ đường kính d của (1l) (đi qua ©Ó) 
song song với A và cắt (Ï) ở P, Q. Chứng mình 

AB.AC 

p2 


Hình 5 


là không đổi khi A di động. 





Lời giải. A và d cùng hợp với trục tiêu góc œ 
(h.5). Theo (4) ta có : 


Z#(A/D) = AB. ACQ - e? cos? ø). 
#(0/I1)= OP. o0 —£? c0S” ø). 


. AB.AC — Z#(AIT) é 
Do đó =—=—„~- là không đôi. 
op? Z(0/T) 6 

Bài 5. Bài toán Michel. Cho cónic (T) tâm 
O, không phải là hypebol vuông góc và A là một 
điểm cố định. 
Qua A vẽ đường A2 
thẳng Ai nào đó 
cắt (I) tại Bị, 
thẳng Aa đi qua 
A và vuông góc 
với Ai ; As cắt 








q) 


(D tại B„, Cọ. 
Chứng minh rằng Hình 6 
=z.ẽ 5. 5 
AB..AC+I AB¿ .AC2 
động. 
Lời giải 


Ta có (AT) = ABi.ACi(—-e2cos”ø) (7) 
với œ là góc hợp bởi A; và trục tiêu (h.6). 

Do A,LA; nên A; hợp với trục tiêu góc 
(2-z) Theo (4) ta có 


Z(AJT)= AB¿.. AC›(1-— €? sin? ø) (8) 


Từ (7) và (8) suy ra 
l 1 











AB\.ÁC, AB .AC; 

_ I—e?cos” œ +1— eˆsin? ø Ẹ ã: se” 

ẽ #(A/T) _ #(A/T) 
là không đổi. 


Ta được điều phải chứng minh với điều 
kiện e#Al2 tức (7) không phải là hypebol 
vuông góc. 


ĐƯỜNG CÔNIC ĐĂNG PHƯƠNG CỦA HAI ĐƯỜNG CÔNIC 


Trong tạp chí THTT số 248 (2.1998) đã trình 
bày về phương tích của một điểm đối với một 
đường cônic. Tiếp nối điều trên bài báo này 
nghiên cứu vấn đề : Tập hợp các điểm có cùng 
phương tích đối với hai đường cônic là đường gì ? 

I. Đường cônic đẳng phương của hai 
đường cônic 

1) Phương tích của một điểm đối với 
đường cônic 

Ta đã biết trên mặt phẳng toạ độ với hệ trục 
toạ độ vuông góc Óxy, phương tích của điểm 
M(+¿;y„) đối với đường cônic 


(:(1-e?)x? —2pex + yˆ =0 là 
Z(M/ïT`) =(1 cự )l, —2p£X%s +y? 
trong đó e là tâm sai của cônic (I) và tham số 
tiêu p là khoảng cách từ tiêu điểm # đến 
đường chuẩn. 

Nếu tịnh tiến rồi quay hệ trục Óxy một góc 
nào đó dẫn đến hệ trục toạ độ mới QXY mà điểm 
Mí có toạ độ mới Mƒ (X,;Ÿ,), đường (7) với 
phương trình 7{(+x ; y) = 0 có phương trình mới 
TŒ@;Y)=0là 

AX? +2BXY + CY” +2DX +2EY +F =0 
và phương tích của điểm M(X,;Y,) đối với 
TểŒ/ Y) = 0 sẽ là 
.ÄMIITEAX$+2BX,Y,+CY+2DX,+2EY, +F. 

Do đó trên mặt phẳng toạ độ Óxy, phương 
tích của điểm ⁄(x¿;y„) đối với đường cônic 
(dạng tổng quát) 


NGUYỄN ĐẠO PHƯƠNG (Hà Nội) 


Ax?+2Bxy+Cy°+2Dx+2Ey+F=0 là 
Z#(MJI)= Ax? +2Bx,y„ +Cy) +2Dx, +2Ey, +F. 
Chú ý rằng hệ thức này đúng với cả đường tròn. 
2) Đường cônic đẳng phương của hai 
đường cônic 
Trên mặt phẳng toạ độ Oxy, cho hai đường 
CÔIIC : 
(1): Aix7+2Bixy+Ciy°+2Djx+2Eiy+F =0 
(2): Asx?+2B;xy+C;y?+2D; x+2E; y+F; =0. 
Ta tìm tập hợp các điểm M(+,;y„¿) có cùng 
phương tích đối với 7¡ và 72, nghĩa là 
Z#(MITI)= # (MIT;) 
= TIM Ủy) = TyŒX;Ve) 
hay là 
(Ái - A;)x2 +2 — B;)x¿v„ + (C¡ -C;)y‡ + 
+2(Dị - D;)x¿ + 2(Eq —- E;)y¿ + R - F; = 0. 
Asx2 +2B;x¿,y¿ +Cạy) +2D¿x¿+2Exy, +F; =0. 
Vậy tập hợp các điểm M là đường cônic (T;) 
có phương trình 
Asx?+2B;xy+Œ;y”+2D¿x+2E+y+ R =0 (1) 
với các hệ số 
Á; =Ái =4¿, By =BỊ—B;, Cy =C| —Ca, 
đường cônic đẳng phương của hai đường cônic 
Tì) 
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Khi biểu diễn hình học đường cônic đẳng 3. Cho hai đường cônic 
phương (cũng là biểu diễn hình học đường bậc vớ 2y SN Jin: _ 
hai có phương trình (1)), ta sẽ được một trong Nó” l0 G2 d0 JNgg0i20202 265 0i 
ba đường cônic : elip, hypebol, parabol hoặc Œ)): 5x?~4xy+8yˆ”—24x—24y=0 
một đường tròn, một điểm, một cặp đường 
thẳng trùng nhau, song song hoặc cắt nhau, 
hoặc các đường ảo), 

II. Một số thí dụ 

1. Cho hai đường cônic 

Œ): x?=y=0 

(T2): x“+x+l—y=0. 

Đường cônic đẳng phương của chúng là 

€Œ3):x+1=0. 
Đó là một đường thẳng (h.I). Hình 3 





Đường cônic đẳng phương của chúng là : 
(73): 6y” — 12y — 18=0 


y=-I 
7‡Œ;y)=0© 

y=3. 
Đó là cặp đường thẳng song song (h.3) 


4. Cho hai đường cônic 





(T¡): x*+4y”-3x+8y=0 
Hình l 


2. Cho hai đường cônic (7): x?+4y”—4=0 
Œ1?): x?+4y?+2x—-8y+1=0. 


(2): 4x? +y? +8x-3y=0 
Đường cônic đẳng phương của chúng là : 


Đường cônic đẳng phương của chúng là : (72): œ— yX3x+3y +11) =0 
(T3): 2x-8y+5=0 =0 
Đó là một đường thẳng (h.2) Twše0:sev [2 

y lây TC À 3x+3y+11=0, 


Đó là cặp đường thẳng cắt nhau (h.4). 





Hình 2 


® Về biểu diễn hình học một đường bậc hai, bạn đọc 
có thể tìm thấy trong cuốn sách "Hình học cao cấp”, tập Ï, 
giáo sư Nguyễn Đình Trí chủ biên hoặc trong cuốn sách 
"Tuyển chọn các bài toán về ba đường cônic" của các tác 
giả Nguyễn Đạo Phương và Phan Huy Khải. 





Hình 4 
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5. Cho hai đường 7. Cho hai đường cônic 
(T,): 144+? +144y” +144x +408y +264=0 (T): Cho x2 +4y2—4=0 


(T;) : 144+”+144y”+408x+144y+264=0. 


toa CN (T?): 4x + y”=0. 
Đường cônic đăng phương của hai đường 





tròn đó là x- y=0. Đường cônic đẳng phương của chúng là 
Đó là đường thẳng 4Ö đi qua hai giao điểm (3): x?+4x+3y?~4=0. 
11 -ll1 
ÄÈZÌ+ÏŠ: và “7...5 
(l;=l] và 5| S6 ) của hai đường œ+2#? y? 
: 1 hay CN =1: Vậy (7) là một 
tròn Œ¡) và (;) (h.4). @42Ÿ (2js 
6. Cho hai đường cônic 3 
Œ):+Ÿ®+3y”—~2x=0 đường elip (h.6). 


(Œ;): x?—y?+2y=0. 
Đường cônic đẳng phương của chúng là 
(13): x2+y?ˆ-x+y=0. 


Đó là đường tròn tâm D5, * ) bán kính 





Hình 6 





Hình 5 


PHƯƠNG TRÌNH TIẾP DẠNG CỦA ĐƯỜNG CÔNIC 


NGUYỄN THÚC HÀO (Hà Nội) 


Trong mặt phẳng toạ độ vuông góc Óxy, người ta 1. Phương trình tiếp dạng của một đường 
xác định một đường (7) bằng phương trình dạng Trong bài này ta xét điều kiện cân và đủ để 
(Œ): ƒŒx,y)=0 cho đường thẳng (với u, v, w là các số) 
Phương trình đó biểu thị điều kiện cần và đủ 
; sử Á: w„x+vy+w=0 
để cho điểm M (x ; y) thuộc (Ƒ). 
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tiếp xúc với (Il) trong đó (l) là một đường 
cônic. Điều kiện đó biểu thị bởi phương trình 
@(w, v,w) = Ö 
và gọi là phương trình tiếp dạng của đường (Ï ). 
Vì đường thẳng A không thay đổi nếu trong 
phương trình của A ta nhân các số w,v,w với 
cùng một số khác 0 nên phương trình 
@(w, v, w) = 0 có tính thuần nhất (đẳng cấp) đối 
VỚI M,V,W. 
2. Phương trình tiếp dạng của đường 
cônic có tâm 
Cho phương trình đường cônic có tâm 
qŒ): øx? + 8y” =1 () 
Nó biểu diễn : 
s® một đường elip nếu 
1 1 


2 2 
_ ".....ẻ" 
jP E0 1E”: lo 7270) TT. (2) 


= 


s một đường tròn nếu 


ư=/Ø=-—- tức là x2 +y? = R? @) 
R 
e một đường hypebol nếu 
1 l XS "yP 
œ=->, 8=--~ tứlà —-“—=l (4) 
dZ p2 S5. 
Trong phương trình 
Á: ux+vy+w=(Q @®) 


hai hệ số u, v không thể đồng thời bằng 0. Giả 
sử v # 0, ta rút ra 
MXx + W 


y=~— (@) 


Vụ 

Để tìm giao điểm của đường thẳng A với 
đường cônic (I) ta thay giá trị của y theo (6) 
vào phương trình (1) được phương trình bậc hai 

(zv? + Øu”)x” +2/8uwx + 8w” — v2 =0. 

Nghiệm của phương trình này phải là một 
nghiệm kép để A là tiếp tuyến của (7), tức là 
phải có điều kiện (cần và đủ) sau đây 

(8Øuw)? -(gv? + Øu?)@w? _y?)=0 


 øy? + Øu? - 8w? =0 





© —+—=v.. Œ7) 
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Đó là phương trình tiếp dạng của đường 
cônic có tâm (1). 


VớI đường tròn có phương trình (3) thì 
phương trình tiếp dạng (7) là 


R? (uˆ +vˆ) =w'ˆ (8) 
Với eÏip có phương trình (2) thì phương trình 
tiếp dạng (7) là 
a2u? + bˆy? =wŸ (9) 
Với đường hypebol có phương trình (4) thì 
phương trình tiếp dạng (7) là 


a?u? —bˆy? = wˆ 


3. Phương trình tiếp dạng của parabol 


(10) 


Cho đường parabol 


(P): y” =2px 
và đường thẳng 


q1) 


A: wx+vy+w =0. 


Tương tự như trên thay y theo (6) vào 
phương trình (Í 1) của parabol ta được : 
Hˆx? + 2(ww — p' )“ —w 7w? =0. 
Để A tiếp xúc với (P) điều kiện cần và đủ là 


(uw — pv2)? sỉ =0 pv? =2uw (12) 


Đó là phương trình tiếp dạng của đường 
parabol (1 1). 


Tóm tắt kết quả của hai phần trên ta có bảng 
sau đây : 


Phương trình | Phương trình 
đường cônic tiếp dạng 
2 


a?u2 +b2y? =w 














4. Ứng dụng 
Chúng ta sẽ dùng phương trình tiếp dạng của 
cônic để giải bài toán "chứng minh một họ 


đường thẳng luôn luôn tiếp xúc với một cônic cố 
định" do tác giả Trần Xuân Bang nêu ra trong 
báo Toán học và Tuổi trẻ số 225 (3.1996). 


Khi một họ đường thẳng A luôn tiếp xúc một ˆ 


đường cong (Ï), người ta gọi (7) là bao hình 
của họ A. 

Bài toán 1. Chứng minh rằng họ đường thẳng 
(13) 


luôn luôn tiếp xúc với một đường tròn cố định. 


AŒ): xcosz — ysin7 +l=0 


Lời giải. Ta sẽ xác định đường tròn bằng 
phương trình tiếp dạng. 








Theo (13) và (5) ta có 

COSZ —sinz7  Ì = COS”Z _sin2y 1 
HỘ U  W 3z... 

= HˆŠ+vˆ =w}, 


Ta nhận ra ngay đó là phương trình tiếp dạng (8) 
của đường tròn với phương trình (3) nên đường 


tròn có phương trình +? + yŸ =1 và = I. 
Bài toán 2. Cho họ đường thẳng 
AŒn):(4—~m”)x—6my+3(4+m2)=0_ (14) 
Chứng mình rằng các đường thẳng của họ 
đều tiếp xúc với một cônic cố định. 
Lời giải. Theo (14) và (5) ta có 
4-mˆ _ -6m _ 3(4+mˆ”) 
N2? VÀ w 
Nhân tử số và mẫu số của tỉ số đầu với 3 được 
2 2 
34 m)_ 34+m ) 6m (15) 
âu M v 
Với hai tỉ số đầu của (15) ta cộng hai tử số 
với nhau và hai mẫu số với nhau được 
24 6m -4y 


SPXSE1002072mAS 4 l0. PPhoep q6) 





Cũng với hai tỉ số đầu của (15), ta trừ hai tử 
số với nhau và hai mẫu số với nhau được : 








=...  “. nnố.., 
3u — w v v 
Từ (16) và (17) suy ra 


-4y_ 3w—w 2 





—= -4y? =0w? —w 
3u >+w v 


© 0w2 +4vˆ = w', 


Đây là phương trình tiếp dạng (9) của đường 


elip với phương trình (2) nên elip có 
phương trình 

A.- 

ai 

9 4 


Với zm = 0 thì (14) trở thành x = —3 cũng tiếp 
xúc với elip trên. 
Bài toán 3. Chứng minh rằng họ đường thẳng 


AŒm): 4x ~ 2my + m” =0 (18) 


luôn tiếp xúc với một cônic cố định. 
Lời giải. Từ (18) và (5) ta có 


4 -2m m° 


H y w 





Giải hệ phương trình này được 


ụ w g2 
—=— —>V =iIiw 
H V 


q9) 


Phương trình tiếp dạng của parabol y” =2px 
là pv?=2ww. So sánh với (19) thấy p = 2, vậy 


ở đây ta có đường parabol yˆ=4x luôn tiếp 
xúc với họ đường thẳng (18). 
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: Phần bac 








TỪ HÌNH lu 0c) ĐẾN HÌNH 'KHÔNG € CA) 








GIẢI TOÁN CỰC TRỊ HÌNH HỌC DƯỚI CÁCH NHÌN ĐẠI Số 


Sáng tạo các bài toán là việc làm cần thiết 
của người học toán. Qua bài viết này, xin được 
trao đổi về vài bài toán cực trị hình học được 
nhìn từ bài toán cực trị đại số. 

Trước hết ta xét vài ví dụ sau : 

Bài toán 1. Cho hình vuông ABCD cạnh a. 
M là điểm nào đó trên cạnh AB. Dựng các hình 
vuông có cạnh MA, MB về bên trong ABCD. 
Xác định vị trí của M để diện tích phần còn lại S 
của hình vuông ABCD là lớn nhất. 

Lời giải. Đặt MA =x,  p - ề 
MB = y với x>0,y>0 
thoả mãn x + y = z (h.]). 
Gọi 5¡ và $2 theo thứ tự 
là diện tích hình vuông 
cạnh Ä⁄A và MB thì SỊ = 
và Š; = y”. Dễ thấy Š lớn 
nhất © S¡ + S; nhỏ nhất 
© P= x2” + y nhỏ nhất. Từ bất đẳng thức 





AXM ÿý 8 


Hình Ì 


2(x?+y?)>(x+y)“ hay 2(áx2+y”)>a7 suy 


ra giá trị nhỏ nhất (GTNN) của Š¡+%; bằng 


2 
= úc đó M là trung điểm AB. 
Bài toán 2. Cho đường tròn tâm Ó bán kính 
R_M là điểm nào đó trên đường kính AB. Xác 
định vị trí của M để tổng diện tích các hình tròn 
có đường kính MA và MB là nhỏ nhất. 
Lời giải Đặt MA = 2x, MB = 2y với 
x+y>0 thoả mãn x+y= (không đổi) 


(h.2). Gọi Š¡ và $; theo thứ tự là điện tích 
hình tròn có đường kính M⁄A và MB. Dễ thấy 
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HỒ CÔNG DŨNG (Bình Thuận) 


S=%+% nhỏ nhất ©œ P=zxÏ+Zy°= 


z(x?+y”) nhỏ nhất. Lập luận tương tự như 
` zR” 

trên suy ra GTNN của Š bằng SE Tê, lúc đó M 

trùng với tâm Ó. 

Lời giải các bài toán trên đều dẫn đến việc 
xét giá trị nhỏ nhất của biểu thức dạng +” + y” 
hoặc x” + yÌ,... trong đó x+y là hằng số. 
Bằng cách đó việc giải các bài toán cực trị hình 
học có thể chuyển về giải bài toán cực trị đại số. 

Ta xét bài toán cực trị đại số tổng quát hơn. 

Bài toán đại số. Xé/ n 
(n > 2) số không âm x\, 
X3 nu thoả mđn : 
XJị+X¿ +... + xạ = a với 


a là số dương cho trước. 





Tìm giá trị nhỏ nhất 


Hình 2 


„ bất . 1) 
của mỗi biểu thức squ : 


4) P=x +12 +... + Xc. 


b) O=x‡ +x) +u +, 
lời giải a) Áp dụng bất đẳng thức 
Bunyakovskl ta có : 


(Xị +x; +... + xu) <nữ +12 +. .+; 2) 


© a? <n(xŸ tải tủ +32) 


2 

a 

© x/+x2+..+Xy 3— (1) 
" 

Dấu đẳng thức xảy ra khi xị 


=x%x2=... =X%n„. 


2 
Vậy GTNN của P là n khi xị = x; =... 


b) Đặt VÍx, =0, >0 với ¡ = 1, 2,.., n thì 


sẻ... 
4= và =lb- 
Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski ta có 
II kiến) 
(fHị +taf +... +t„ ty) 
<(Œˆ+/2+...+f2)Œ +9 +...+i0) hay 
œ‡ #32 tuuên Š <aGŒ‡ +x2 +..+ x3) (2) 
4 
ạa 


n 


Từ (1), (2) ta có aQŸ + x; +...+ x2) > 


3 
ạa 
<< : +3) đi SBA, >-—-- 
" 
Dấu đẳng thức xảy ra khi (1) và (2) cùng xảy 
ra dấu đẳng thức, khi đó xị = xạ =... = X„. 


3 
Vậy GTNN của Ó là “- khi xị = x; =.. 
H 


Bài toán 3. Cho điểm M cố định trên đường 
tròn tâm Q. Một góc xMy nào đó với xMy = ơ 
không đổi (90° < œ < 180”) có các cạnh cắt 
đường tròn tại A, B. Gọi H là hình chiếu vuông 
sóc của M lên đường thẳng AB. Hãy xác định vị 
trí góc xMy sao cho giá trị HA” + HE` là nhỏ 
nhất khi Mx di động. 

Lời giải. Giả sử Mx và My cắt đường tròn 
theo thứ tự ở A và 8. Vì AMB =ø không đổi, 
œ > 90” nên điểm H nằm giữa AB và độ dài AB 
bằng hằng số a, từ đó HA + HB = a. 


Áp dụng kết quả bài toán đại số thì giá 
trị HA” + HBÌ là nhỏ nhất khi độ dài A = HB = 
- lúc đó góc xMy nhận MO là đường phân 
giác. 

Các bạn hãy thử giải các bài toán sau bằng 
cách chuyển bài toán cực trị hình học về bài 
toán cực trị đại số. 

Bài toán 4. Chia đoạn thẳng ÁB cho trước 
bởi các điểm chia nào đó theo thứ tự A = M, 
Mỹ,.... Mại =Ö. Gọi S1 9 2á ¬n theo thứ tự là 
diện tích của ø hình vuông có các cạnh là 
của tổng Š = 61 + 5; +... + j,. 

Bài toán 5. Chia đường kính AB của đường 
tròn tâm Ó bán kính ® cho trước lần lượt thành 
n đoạn nào đó xị, xạ, ..., x„ chỉ chung nhau điểm 
đầu mút sao cho xị + xạ +... + x„= 4B. Tìm giá 
trị nhỏ nhất của tổng diện tích ø hình tròn có 
đường kính là các đoạn xị, xa, ..., X„,. 

Bài toán 6. Xét ø hình lập phương với các 
cạnh xị, xa, ..., x„ nào đó sao cho tổng xị + x¿ + 
.. + xạ = đ là số đương không đổi. Tìm giá trị 
nhỏ nhất của tổng thể tích của chúng. 

Bài toán 7. Xét ø hình cầu với các bán kính 
F1, rạ, ..., r„ nào đó sao tổng rị + rạ +... + r„ = k 
là số dương không đổi. Tìm giá trị nhỏ nhất của 
tổng các diện tích và của tổng các thể tích của 
chúng. 

Hi vọng rằng giải bài toán bằng các cách 
nhìn khác nhau, các bạn sẽ sáng tạo nhiều bài 
toán hay hơn, hấp dẫn hơn. 


ĐIỂM TORRICELLI CỦA TỨ DIỆN 


Trong hình học phẳng có một bài toán kmh điểt: 

Bài toán 1. Cho tưm giác ABC, hãy tìm 
điển M trên mặt phẳng (ABC) sao cho tổng 
MA + MB + MC nhỏ nhất. 


NGUYỄN MINH HÀ (Hà Nội) 
Bài toán l đã được giải bởi Torricelli, nhà 
toán học người Ý. 


Có lẽ cũng từ thời Torricelli người ta đã quan 
tâm tới hai bài toán sau. 
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Bài toán 2. Cho tam giác ABC và ba số 
dương x, y, z, hãy tìm điểm M trên mặt phẳng 
(ABC) sao cho tổng xMA + yMB + zMC nhỏ 
nhất. 


Bài toán 3. Cho tứ điện ABCD, hãy tìm 
điểmM trong không gian sao cho tổng 
MA + MB + MC + MD nhỏ nhất. 

Tôi đã đưa ra lời giải hoàn chỉnh cho bài 
toán 2 trong báo Toán học và Tuổi trẻ số 207 
(9.1994) hoặc trong Tuyển tập 5Š năm tạp chí 
Toán học và Tuổi trể trang 126. 

Kĩ thuật cơ bản trong lời giải này, xét cho 
cùng chính là sự phát triển trọn vẹn kĩ thuật mà 
Toricelli đã dùng để giải bài toán l. Thật đáng 
tiếc, kĩ thuật này không còn hiệu lực để giải bài 
toán 3. Vì vậy, muốn giải bài toán 3, trước hết 
ta cần giải bài toán 1 theo một cách mới với một 
kĩ thuật hoàn toàn mới. 


NO 2ˆ 


Ta xét hai trường hợp sau : 
I1) Nếu AABC có một góc không nhỏ hơn 
120, chẳng hạn BÁC > 120” (h.1). 


Ea 
B c 
Hình ï 
— AB AC —— o 
=——++—.. > 
Đặt AE AB TẠC Do BÁC > 120 nên 
|AZ| < 1. 
Từ đó với điểm M bất kì ta có 
— => AB + AE 
< ‹| ——+—— |3. 
AM.AE < AM hay MA + ả | S5 . 4C) 0 


Từ đó, với điểm M bất kì có đánh giá sau : 
MB.AB 3 MC.AC 
AB AC 
MB.AB MC.AC 
AB AC 


MA+ MB + MC = MA + 


> MA+ 
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`. (MA + AB).AB _ (MA + AC).AC 





AB AC 
—|ABE AC 
= | ——+——- > R 
MA+ MÃI 25 +.^€ Ìx Ag+Ac AB+AC 


Đẳng thức xảy ra khi M trùng với A. 

Vậy tổng MA + MB + MC nhỏ nhất khi Ä⁄ 
trùng với A. 

2) Nếu AABC không có góc nào lớn hơn 
hoặc bằng 1207 (h.2). 


A 


Hình 2 


Khi đó, trong tam giác AØC tồn tại (duy 
nhất) điểm 7 sao cho 


BTC = CTA = ATB = 120° () 


Từ đó, với điểm Mí bất kì có đánh giá sau : 
MA.TA ẹ MBTB 
TA TB 

MC.TC _MA.TA MB.TB MC.TC 
+—b> +———*?—— 

TC TA TB TC 
_(MT+TA).TA , (MT+TB)TB_, (M†+TC)TC 
TA TB TC 

—_|TA TR. TC 
- Mĩ | T +55 Tế ]‡TÁ+TB +TC 
= TA+TB +TC. 

Đẳng thức xảy ra khi M trùng với T. 

Vậy tổng MA+ MB+ MC nhỏ nhất khi M 
trùng với T. 

Điểm 7 được xác định bởi (1l) được gọi là 
điểm Torricelli của tam giác ABC. 

Bài toán I đã được giải quyết. Kết luận chung 
đối với tam giác bất kì xin dành cho bạn đọc. 

Lời giải trên khá ngắn gọn. Nhưng điều quan 
trọng hơn là chất đại số rất cao của nó. Nhờ nó, 


MA + MB + MC = 








+ 





tôi đã tìm được lời giải của bài toán 3. Do 
khuôn khổ có hạn của một bài báo, tôi chỉ giới 
thiệu một cách sơ lược lời giải này. 


NO Ÿˆ2ˆ 


Ta xét hai trường hợp sau : 
1) Nếu xảy ra ít nhất một trong bốn bất đẳng 
thức sau : 
P + AC + 2 <1 
AB AC AD|"- 
BC + BD + mm <] 
BC BD BA|- 
CD CA CB 
DA DB DC 
ĐA DB DC 
AB + AC + mở <Ì 
AB AC AD|- 
Khi đó với điểm ấM bất kì ta có 
AB AC vn _ 
AB` Pt; bi AD 
Từ đó, với điểm M bất kì có đánh giá sau : 
MB.AB 
AB 


<1 
<1. 


Chẳng hạn có 





MA+ Mã | SẼ, 


MA + MB + MC + MD = MA + 





„MC.AC „ MD.AD 
AC AD 
MB.AB , MC.AC _ MD.AD 
AB AC AD 
MA + AB)AB (MẢ+ AC).AC 
= MA+Š : Tra 
(MẢ+AD).AD AB AC 





> MA+ 

















AD AB” AC ` AD 
+ AB+ AC + AD = AB + AC + AD. 
Đẳng thức xảy ra khi Ä⁄ trùng với A. 
Vậy tổng MA + MB + MC + MD nhỏ nhất 
khi M trùng với A. 


=MA+ mã| 2¬ 


2) Nếu bốn bất đẳng thức sau đều xảy ra : 





AB AC AD| . 
AB AC AD 
BC ,BD „BÀI 
BC BD BA 


E + CA + E >] 
CD CA CB 
Đ DA DC 
——+——+——Ì>I. 

ĐA DB DC 

Để giải bài toán trong trường hợp này, ta cần 
có ba bổ đề. Tôi chỉ phát biểu còn việc chứng 
minh chúng xin dành cho bạn đọc. 

Bổ đề I. Cho tứ diện ABCD nội tiếp mặt cầu 
(Ó) bán kính bằng l và tâm Ø nằm trong (có 
thể nằm trên mặt, nhưng không nằm trên cạnh) 
tứ điện. 

Đặt 

øi =OB+ÓC +ÓOD 

ø; =OC+OD+QAÄ 

TT, 


ư¿ =OA+OB + ÓC. 








Khi đó trong bốn số la; : : lai. lz| 
nếu có một số lớn hơn 1 thì cũng phải có một số 
nhỏ hơn l. 

Bổ dê 2. Cho tứ diện ABCD và một điểm M 
nào đó trong tứ diện (Mí khác A, B, C, D). Thế 
thì tổng MA + MB + MC + MD không thể nhận 
giá trị nhỏ nhất khi ÄM⁄ di động trên cạnh tứ diện. 

Bổ đề 3. Cho tứ diện ABCD về điểm @ nằm 
trong tứ diện. Khi đó, hai điều kiện sau là tương 
đương : 


ö ĐÁ, 0B ÚC c 0D vT 
ÓA ` 0B "QC "0D 


b) AOB =COD › AOC = DOB : 


AOD = BOC. 
Nhờ các bổ để I và 2 ta chứng minh được 
rằng : Trong tứ diện ABCD tồn tại và ' duy nhất 


TẢ TB SU hơn, 
TA TH TC Tổ” 


Từ đó, với điểm Ä bất kì có đánh giá sau : 


điểm 7 có tính chất —— 








MA + MB + MC + MD = 
MA.TA ÿ MB .TB % MC.TC : MD.TD 
TA TB TC TD 


157 


„ MẢ.TẢ , MB.T8 , MC.TC , MD.TD 
TA TB TC TD 
_ (MỸ +TA)TA , (MỸ +TB)TB _ 
TA TB 
„ (MỸ +TC)TC , (MT +TÐ).TD 
TC TD 
m[T TẺ TC TD 











= MT. 


1 T10 TC DĐ 

= TA + TBR+TC +TD. 

Đẳng thức xảy ra khi M trùng với T. 

Vậy tổng MA + MB+ MC + MD nhỏ nhất 
khi M trùng với 7. 


+TP |+TA+TB+T€+TD 


Nhờ bổ đề 3 điểm 7 được đặc trưng bởi đặc 
điểm hình học sau : 

ATB=CTD; ATC=DTB ; ATD= BTC (2) 

Giống như trong trường hợp tam giác, ta gọi 
điểm 7 được xác định bởi (2) là điểm Torricelli 
của tứ diện ABCD. 

Bài toán 3 đã được giải quyết. Kết luận 
chung đối với tứ diện bất kì xin dành cho bạn 
đọc. Nếu để ý, bạn sẽ thấy một điều rất thú vị : 
Kết quả nhận được trong trường hợp tứ diện 
hoàn toàn tương tự kết quả nhận được trong 
trường hợp tam giác. 


THỦ MỞ RỘNG MỘT BÀI TOÁN 


Ta xuất phát từ một tính chất của hình 
vuông. 

Bài toán 1 

Trong mặt phẳng cho đường thẳng d nào đó 
đi qua tâm OÓ của hình vuông ABCD. Chứng 
mình tổng bình phương các khoảng cách từ bốn 
đỉnh hình vuông đến d chỉ phụ thuộc kích thước 
của hình vuông khi d di động. 

Cách giải quen thuộc như sau. 

Chiếu vuông 
góc các điểm A, B, 
C, D xuống đường 
thẳng đ thành A',, 
B,C, D theo thứ 
tự (h.l). Dễ thấy 
tam giác 
vuông sau đây 
bằng nhau : A2Ð'O 
= AOŒCC = ABBO 
= AÓA^A. 

Suy ra 


D'D? +C'C?+B'B? +A'A? =2OA? (đpcm). 


các 





Hình 1 
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TRINH BẰNG GIANG (TP. Hồ Chí Minh) 


Từ bài toán trên nảy sinh câu hỏi : Những 
hình nào cũng có tính chất đó (tạm gọi là tính 
chất (7)) giống như hình vuông ? 

1. Mở rộng trong mặt phẳng 

Dự đoán 1l. Đa giác đều AIAs¿...A, (n 3 3) 
cũng có tính chất (T). 

Chứng 
Chiếu vuông góc A;, 
xuống đường thẳng 
d thành A, (= 1, 2, 
.., 0. Để đơn giản 
ta xét n = 3 (h.2). 

Đặt ÓA, = 1 (đơn vị dài) với ¡ = 1, 2, 3. Gọi x 
là góc tạo bởi Ó4¡ và đ thì 


3 
2 
5_AØ” = cos” x + cos” Ề + >) + 


¡=] 


A4 


mình. 





Hình 2 


3 
Tổng này không phụ thuộc x nên 3_.AjA 
i=l 
cũng không phụ thuộc x và dự đoán I đúng với 
n=3. 


Trong trường hợp tổng quát, làm tương tự 
ta CÓ : 


n „Ì 
2 _ 
5A0 E 5 _cosŸ Ề + ¬ tống này 
r=] k=0 p 


cũng không phụ thuộc x (bạn đọc tự kiểm tra), 


do đó s 4:4? cũng không phụ thuộc x và đự 
/=l 
đoán Ï là đúng. 

Nhận xét. Lí do khiến tổng bình phương tất 
cả các hình chiếu của ÓA; (¡ = 1, 2,..., n) xuống 
đ, không phụ thuộc vào đ là các đoạn Ø4, bằng 
nhau và tạo với đ những góc lập thành cấp số 


` Ẫ , 2Z 
cộng công sai ——. 
" 


Trong khi đó các cạnh Á¡4;, Á;4¿,..., Á, Á) 
cũng phản ánh một hình ảnh tương tự cho nên ta 
có hệ quả : tổng bình phương hình chiếu của tất 
cả các cạnh của một đa giác đều xuống một 
đường thẳng bất kì, chỉ phụ thuộc vào kích 
thước của đa giác đều đó mà thôi. 

Các tính chất tương tự như tính chất (7) ở 
trong mặt phẳng còn nhiều, xin nêu một số vấn 
đề để các bạn tìm hiểu thêm. 

Bài toán 2 

Gọi d là đường thẳng nào đó đi qua tâm O 
của tam giác đều ABC và đ' là một đường thẳng 
bất kì. 

1) Chứng mình rằng tổng luỹ thừa bậc bốn 
của hình chiếu tất cả các cạnh của AABC xuống 
đÈ', cũng như của khoảng cách từ tất cả các đính 
của AABC đến d, chỉ phụ thuộc kích thước 
của AABC. 

2) Có thể thay luỹ thừa bậc bốn bằng những 
luỹ thừa nào, để khẳng định tương tự vẫn còn 
đúng ? 

3) Thay AABC bởi đa giác đều AIA,... A„ thì 
kết quả có thay đổi không ? 

2. Mở rộng trong không gian 

Dựa theo sự mở rộng trong mặt phẳng ta 
nhận thấy đặc điểm quyết định (then chốt) để 
một hình có tính chất (7) là các đoạn nối tâm 


với đỉnh phải có vai trò như nhau (bình đẳng), 
nhìn vào không gian ta cũng thấy rất nhiều đa 
diện cũng có đặc điểm đó. 

Dự đoán 2 

Tứ diện đều AIAyA+A¿x cũng có tính chất (T). 

Để chứng minh ta cần bổ đề sau. 

Bổ đề. Gọi e = (x ; y; z) là vectơ đơn vị của 
đường thẳng d. Chiếu vuông góc A; (¡ = l, 2, 
3,4) xuống đ thành 4; thì có A;O =|z. OA)| 
(¡= 1, 2, 3, 4) (h.3). 





Hình 3 


Chứng mình dự đoán 2. Dựng hình lập 
phương ngoại tiếp tứ diện, độ dài cạnh của lập 
phương coi như bằng 1. Chọn hệ trục toạ 
độ QXYZ (h.4) thì toạ độ của A, và Ó sẽ là : 
4id;0;0);4a(0;1;0);4a(0;0;1); 

1.1 1 
A2 6l-21ý o(Š:3:3): 
4 

Ta chỉ cân chứng minh Ð`4;Ø” là hằng số, 

=1 


từ đó suy ra dự đoán 2. 


Ta có 
=—_: 1, 1, dị. I1, 1 
Oẩi =(J:=2:~2 ), Đẩ: =[~5: 2 i~3Ì, 


4 4 
3_.AO° =3 (e. OA,” =x”+y? +z? =1, 
= ¡=l 
Nhận xét. Gọi 
%; = 1,2, 3, 4) 
là diện tích mặt 
đối diện với 4; 
trong tứ diện 
AI4;4;4¿. Trên 
ÓA, chọn điểm 
SaO 


Ù 





cho 
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OM, = S,. Gọi SŠ; là điện tích hình chiếu của S; 
xuống mặt phẳng (P) bất kì có vectơ pháp tuyến 
đơn vị là e. 


Ta có : 
$ = §,.|eos(£, OM,)| = |z.OM,| 
nên S? si , ÓA,), tổng này không 
r=l ;=] 


phụ thuộc e (theo chứng minh d đoán 2) do đó 
ta CÓ : 

Tổng bình phương điện tích hình chiếu bốn 
mặt của tứ diện đêu xuống mặt phẳng bất kì chỉ 
phu thuộc kích thước tứ diện đó. 

Qua đây chắc các bạn cũng dễ đồng ý với tôi 
rằng tìm được lời giải nêu bật được đặc điểm cơ 
bản quyết định cho sự đúng đắn trong kết luận 
của đề toán đó là một công việc đáng quý, bởi 
vì từ lời giải như vậy ta mới dễ dàng phát hiện 


ra những kết quả mới tương tự, tổng quát hoặc 
đặc biệt hơn. 

Cuối cùng, mời các bạn chứng minh các bài 
toán sau. 

Bài 1. Tổng bình phương hình chiếu sáu 
cạnh của một tứ diện đều xuống một đường 
thẳng bất kì hoặc một mặt phẳng bất kì đều chỉ 
phụ thuộc kích thước tứ diện đó. 

Bài 2. Tổng bình phương khoảng cách từ 
bốn đỉnh của một tứ diện đều đến một mặt 
phẳng đi qua tâm @ của tứ diện đó chỉ phụ 
thuộc kích thước của tứ diện. 

Bài 3. Hình lập phương cũng có tất cả các 
tính chất như hình tứ diện mà các bạn vừa thấy 
trong toàn bộ bài viết này. 

Bài 4. Hình bát diện đều cũng có những tính 
chất tương tự. 


Bài 5. Những đa diện đều khác thì sao ? 


MỘT VÀI KẾT QUẢ ĐẸP CỦA HÌNH HỌC CHỨNG MINH 
BẰNG PHƯƠNG PHÁP DIiỆN TÍCH, THẺ TÍCH 


Việc giải các bài toán về tỉ số diện tích của 
hai tam giác sẽ thuận lợi khi ta biết sử dụng hệ 
thức về tỉ số diện tích của hai tam giác có một 
góc chung (hoặc có góc bằng nhau). Hơn nữa có 
thể mở rộng thành hệ thức về tỉ số thể tích của 
hai tứ điện có một góc tam diện chung (hoặc có 
góc tam diện bằng nhau). Trong bài viết này sử 
dụng kí hiệu Š$x„c để chỉ diện tích tam giác 

Định lí 1. (Hệ thức về tỉ số diện tích hai tam 
giác có góc bằng nhau) 

Nếu hai tam giác ABC và ABC” có 
——~ Tư nn S AB.AC 

AB=C'A'B' thì ^%— = : 
Cô th San gai - APH "H4 GP 

Chứng minh. Không mất tính tổng quát coi 
A' trùng với A và 8, C' nằm trên các tia AB, AC 
tương ứng (h.l). 
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VÕ GIANG GIAI (TP. Hô Chí Minh) 





Hình ï 


Đặt CAB = C'A'B '=ữ. 
Sử dụng công thức điện tích tam giác ta có 


_Šxgc_ _ AB.AC.sing  _ AB.AC 
Sa mo A'B.A'C'sinư  A'B.AIC"” 





Ta sử dụng định lí ! để giải bài toán sau. 


Bài toán 1. 

Cho tam giác ABC và điểm P nằm trong tam 
giác. Các đường thẳng PA, PB, PC cắt BC, CA, 
AB tương ứng tại A', B, C'. Chứng mình rằng 

Si cố 
| Sanc - 4 
Đẳng thức xảy ra khi nào ? 


Lời giải. Để viết gọn ta đặt : 
S =ốAgCv S =ỔAngCo 
SA =SpgC› Sg = ŠpCA› Šc = SpAg- 


Kẻ BN, PM vuông góc với AC tại N, M 
tương ứng (h.2). 





ni Tin =.. 
PBPM AC.PM Sg 
Tương tự được 


BN _AC.BN _S 
() 


CC § 
PC` ®% 
Theo định lí 1 và (1), (2) tính được 
S. _ PB.PC _(BB-PB') (CC-PC) 
Suyờt (HO PC ` — AB ` JÐC 


-I8-JE-H-Jé¬ 


s (5 — 8g)(§ — %c) 


(2) 








Sgộc : 
suy ra Spg:c: =(§—§4). Ï với 
SASg%c 





Ä= ẽ=. 
Chứng minh tương tự ta được 
Ñ tan (S36 }/Ƒ vã 
Suacg =0S +66 )27 


11TUYẾN CHỌN,.TH&TT (QUYỂN 3)-A 


Do đó 
Š =Spgc: +ốpC+A' † ŠpArg' 


= T35 -(S¿ +Sg + %-)) = 2T5S 


hay ĐI 2T 3) 
S 
Theo BĐT' Cauchy thì 


Š;3Šc #26 ốc 


mà S— §x = %g + $% nên S—S%x >2.VSgSc. 


S—&% >2/SaSg , do đó 
§.§ | 


%= ==== 
(S—S.)\(S—Sg)(S— %-) `8 


Thay vào (3) được * < i (đpcm). 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 


Šy Sống SẲ =Š nghĩa là khi điểm P trùng 
với trọng tâm AAĐC. 

Ta mở rộng định lí I và bài toán I sang 
không gian. 

Định lí 2. (Hệ thức về tỉ số thể tích hai tứ 
điện có góc tam diện bằng nhau) 

Nếu hai tứ diện ABCD và ABCTD' có góc 
tam diện đỉnh A bằng góc tam diện đỉnh A' thì 

Vupcp_ _ _ AB.AC.AD 
/IEESEPEDT, UV GUD to l0 

Chứng minh. Không mất tính tổng quát coi 
A' trùng A và Ø8, C', D' theo thứ tự nằm trên các 
tia AB, AC, AD (h.3). 


Hình 3 
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Kẻ BH và BH' vuông góc với mặt phẳng 
(ACD) tại H và H'. Theo công thức tính thể tích 
tứ diện và định lí 1 có 

VWugcp - BH.Svg — AB ÁC.AD 

Vugop B.HL.Sxep AB AC.AD” 








Bài toán 2 

Cho tứ diện AIAsA2Ax và điểm P nằm trong 
tứ diện. Các đường thẳng PA\, PA,, PA;, PA 
(A2444), (â4¿Ái), 
(AIA24¿) tương ứng tại BỊ, B;, 


cắt các mặt phẳng 
(A,A4;), 
By,Bạ. Chứng mình rằng 
V?g,p› g 1 
ni F 27 
Đẳng thức xảy ra khi nào ? 
Lời giải. Để viết gọn ta đặt 
lcc VẬN A›A3Á¿ ¡› Wnc= Vì B„B; B„ , 
Vài = VPA»A3Ax ° YẠ, = PA; AxAI 3 
Ẳạ, = VPA„AIA; › VẠ, = YPAI AsA; , 
V?, = Vpp, PB, › Vg, = Ẳpg, BuB › 
Vp. = Ẳpp, BịB; › Vp„ = Vpp\B„B, - 
Kẻ PM và AIN vuông góc với mặt phẳng 
(A2A+A¿) tại M và N (h.4). Ta có 


PB__ PM_ PM SA AxA, ẲA, 


AB, AM AN.Syy,  V 








Hình 4 


Chứng minh tương tự được 


„Ga 
AB với ¡ = Ì, 2, 3, 4. 
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Từ đó và định lí 2 có 
VA _ PA,.PA+.PA, 
V„ạ  PB;.PB;.PB, 


_ (AB; ~ PB;)(A;B; ~ PB)(A,B, ~ PB,) 
PB, .PB, . PB, 


_( AB; _ JÌ( 43B: _ 4Ì ( AE: —¡ 
jự. PB; PBạ 


"{mz„-|sz[w= 


„ẤY =VàyJNY- tà, )ÔV 2z Và, QUY — tị} 
Vụ, .VẠ,.V„, ( — Vạ ) 




















hay là Vạ =(V—V¿).7 với 

„= VẬI -VẠ, -VẠ, -VÀ, | 
(ý = VÀ )(V = Vụ, XY = VÀ, = VÀ, ) 

Chứng minh tương tự được 
Vpẹ„ =(V—Vự ).T, Vẹ =(V —VẠ, ). T, 
Vạ_ =(V-— VẠ, ). 7, SUY ra 
Vy =Vp + Vụ, + Vy +Vụ = 3V.T (4) 
Áp dụng BĐT Cauchy với ba số thì 
Vy =V¿ +V„ +V„, >33V2, .VẠ,.VẠ,., 
Tương tự có 
V—Vạ, >34jV„,.Vụ, Vụ, . 


Từ đó 
(V~V¿)( —V¿ )(W  Vạ,(V — V,) 


: 1 
>8IVẠ .Vạ,.Vạ,.VẠ, hay là T < §T 
Thay vào đẳng thức (4) ta được Ti < số 
ú š Đã 22a 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi V„ = V¿, = 
.= 2Y tức là điểm P trùng với trọng 
tâm của tứ diện Ái; 4; 4a. 


V¿ 


Thí. 


Sau đây là một số bài toán có thể sử 
dụng các hệ thức về tỉ số diện tích, thể tích để 
luyện tập. 


Bài 1. Cho tam giác ABC với BC = a, CA = b, 
AB = ‹. Từ tâm Ó đường tròn nội tiếp AABC kẻ 
các đường thẳng ÓA, ÓB, ÓC cắt BC, CA, AB 


theo thứ tự tại A', B', C'. Tính tỉ số ~4'#'©` theo 
ABC 
d,b,C. 


Bài 2. Hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là 
hình bình hành. Một mặt phẳng (ø) cắt SA, 
$B, SC, SD theo thứ tự tại A', 8, C', D'. Chứng 
minh rằng 

SA 


„ $C _ S8 
SA" 


SC' Sg'” 


$D 
$D” 





NHÌN TỪ ĐỊNH LÍ MENELAUS 


Làm mạnh hơn một định lí và các áp dụng 
của nó luôn là công việc hấp dẫn các bạn trẻ 
học toán. Bài viết này tôi xin giới thiệu với các 
bạn một kết quả trong hình học không gian 
tương tự định lí Menelaus trong hình học phẳng. 

Trước hết tôi xin nhắc lại nội dung định lí và 
phương pháp chứng minh thường gặp. 


Định lí (thuận) Menelaus. Nếu một đường 
thẳng cắt các đường thẳng chứa cạnh AB, BC, 
CA của tam giác ABC theo thứ tự tại các điển 
M,N,P (khác các đỉnh A, B, C) thì ta có - 
MA NB PC _ 

MB`NC PA ` 

Chứng minh. Gọi d là đường thẳng cắt 
các đường thẳng chứa cạnh A8, BC, CA của 
AABC theo thứ tự tại các điểm Mí, N, P. 


HỒ CÔNG DŨNG (Bình Thuận) 


Ta có : AAPQ đồng dạng với ACPN 


AP _CP _ AO.CP _ 


Tên TT) ”AP.CN_" 





Œ) 
nên 


1 (2) 


AQ CN 
AAMQ đông dạng 
AM _ BM _ AM.BN _ 
AQ BN “AQ.BM ` 
AM.BN AO.CP _ 
AQ.BM `AP.CN ` 

=> —-—=:—=l (đpem) 


MB NC` PA 6) 

Trong cả hai trường hợp đường thẳng đ cắt 
các cạnh của AABC tại hai điểm hoặc không cắt 
cạnh nào, từ (3) đều có 


với ABMN 


Từ (1) và (2) có 





MA NB PC 


Mã NB PC 


MB `NC PA 


=1, (4) 
NC PA 





Hình ï 


Dựng đường thẳng Ax song song với 8C và 
cắt đường thẳng ở tại điểm Q (h.I). 


Hình 2 
Bây giờ xin giới thiệu một cách chứng mình 
khác (h.2). 
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Qua A, Ö theo thứ tự kẻ A+x // By // d. Ta dựng 
đường thẳng A đi qua € và A // AB. Giả sử A cắt 
đ tại điểm 7T và cắt Ax, By theo thứ tự tại A', B. 








Mặt khác theo định lí Thales có 











TA' MA TB'` MB _NB TC _PC 
TB MB TC TC NCÌTA' PA. 
Suy ra bá hà Là các II, (4) 
MB NC PA 
MA NB PC 


Nếu sử dụng hệ thức (4) thì có thể chứng 
minh điều ngược lại : 


Nếu M,N,P theo thứ tự là các điểm trên các 
đường thẳng chứa cạnh AB, BC, CA của tam 
giác ABC, thoả mãn (4) : 

1 =I thì M,N,P thẳng hàng. 

_MB NC PA 

Thật vậy, từ (4) suy ra ba điểm M, N, P khác 
các đỉnh của tam giác ABC. Gọi E là giao điểm 
của hai đường thẳng MP và BC thì E cũng khác 
B,C. 


Theo phần thuận của chứng minh trên ta có : 





TU ng (5) 
MB EC PA 

Theo giả thiết 
TU ng (4) 
MB NC PA 


Từ (4) và (Š) ta có —= = Bo Suy ra N phải 
EC NC 


trùng với E, do đó M, N, P thẳng hàng. 


Như vậy từ đây ta có thể phát biểu Định lí 
Menelaus trong hình học phẳng. 


Cho tam giác ABC. Gọi M, N, P theo thứ tự 
là các điểm trên các đường thẳng AB, BC, CA 
(M, N, P khác A, B, C) thì M, N, P thẳng hàng 


Ki d0 S01 s1, 
MB NC PA 
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Từ đó với phương pháp chứng minh tương tự 
ta có thể phát biểu một kết quả trong không 
gian ba chiều. 

Định lí Menelaus trong không gian 

Gọi M, N, P, Q theo thứ tự là các điểm trên 
các đường thẳng AB, BC, CD, DA của tứ 
điện ABCD (M, N, P, Q khác A, B,C, D) thì 
M,N,P, Q đông phẳng khi và chỉ khi 
MA. NB PC QD_ ¡ 

MB NCPDQA _ 








Chứng mình. 

Phần thuận. Giả sử M, N, P, Q đồng phẳng. 
Từ các đỉnh A, B, C, dựng các mặt phẳng ø, Ø, 7 
theo thứ tự song song với (MNPQ). 

Qua D dựng đường thẳng A cắt mp (⁄4NPQ) 
tại Ó và cắt ø, Ø, y theo thứ tự tại A', 8, C' (h.3). 











ÓOC'` OD ÓA' 
Theo định lí Thales ta có 
ÓA'`_OA _ MA OB'_ NB 
ÓOB' QF_ MB ÓC" NC 
ÓC: _ PC _ 0B _ 0B 
OD_ PD` ÓOA' QA 


Từ đó suy ra 
MA NB PC 0Đ_, 
MB NC PD QA 
Phần đảo. Từ (6) suy ra các điểm M, N, P, 
Q khác A, B, C, D. Giả sử mp(MNP) cắt đường 
thằng AD tại E. 
Theo chứng minh trên ta có : 


(6) 














7c Ai Œ) 
MB `NC ` PD` EA 
Suxinb (6) C966 2 2S 
EA QA 


Suy ra E phải trùng với Q, do đó M, N,P, Q 
đồng phẳng. 

Áp dụng các kết quả trên, ta có lời giải gọn 
cho các bài toán sau đây. 

Bài toán 1. Cho tứ diện ABCD. Gọi M,N,P, 
Q theo thứ tự là các điểm nằm trên các cạnh 
AB, BC, CD, DA (M,N,P,Q khác A,B,C, D). 

Chứng mình rằng nếu 











T7 3ó dc ¬° NWNÝN/FỢ 
MB PC NC. QD 
đồng phẳng. 
Lời giải. (h.3) Ta có 
MA PD _ MA PC (8) 
MB PC MB PD 
Tương tự có bàng 2 = (9) 
0A 
01001 7) 177251320 6p -áo 
NC PD QA 


Theo định lí Menelaus trong không gian thì 
M,N,P, Q đồng phẳng. 

Bài toán 2. Cho bốn điểm A, B, C, D không 
đồng phẳng và điểm O trong không gian. (O 
khác A, B, C, D). Chứng minh rằng chân các 
đường phân giác trong kẻ từ đỉnh QÓ của các tam 
giác OAB, OBC, OCD, ODA là đồng phẳng. 

Lời giải. Gọi E, F, 





O 
H, K theo thứ tự là 
chân các đường phân 
giác trong của các tam 
giác (OAB ; OBC ; 
OCD ; ODA (h4). ộ 
Ta có : 
— B F 
A -ÓOA š 
EB_ OB` Hình 4 
XD _ -op 
KA OA Ì 
HC _-OC FB _-OB 
HD OD`"rC_ OC' 
Do đó 





EB FC HD 


Theo định lí Menelaus trong không gian thì 
E,F,H, K thẳng hàng. 

Bài toán 3. Cho ba đường thẳng a, b, c 
không đông phẳng, cùng song song với một mặt 
phẳng. Chứng minh rằng nếu đường thẳng d 
nào đó cắt ba đường thẳng nói trên thì d song 
song với một mặt phẳng. 


Việc giải bài toán 3 xin dành cho bạn đọc. 


ĐI TÌM MỘT DẠNG ĐỊNH LÍ SIN CHO TÚ DIỆN 


Trong đề thi toán tuyển sinh vào đại học Y 
Được các tỉnh phía Nam năm 1993 có bài toán : 
Chứng mình một tứ diện là gần đều nếu diện 
tích các mặt của nó là bằng nhau. 


TRỊNH BẰNG GIANG (TP. Hồ Chí Minh) 
(Các bạn có thể xem lời giải bài toán trên 


trong bài Tứ điện gần đều sau bài viết này, đó là 
tính chất 4 của tứ diện gần đều). 
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Nhận xét : Giả thiết của ta về tứ diện ABCD 
là 
Œ) 
Đó là một đẳng thức đại số (hoặc lượng giác). 
Vậy liệu có thể tìm được một lời giải đại số, 
lượng giác cho bài toán này hay không ? Để 
giảm nhẹ khó khăn ta trở về quá khứ và thấy 
rằng trong tam giác đã có hai định lí lượng giác 
quan trọng : định lí côsin và định lí sin thiết lập 
mối liên hệ chặt chẽ giữa góc và cạnh. Quay lại 
tứ diện : từ giả thiết (1) dùng định lí hình chiếu 
với quy ước cos(4Ö) là côsin của góc nhị diện 
cạnh AB của tứ diện ABCD thì có (cũng xem 
tính chất 9 trong bài Tứ diện gần đều). 

5 =Š%cos(AB) + Scos(BC) + Scos(CA) 

= Scos(BC)+ Scos(CĐÐ)+ Scos(DPB) 
= Scos(DC)+ Scos(DA)+ Scos(AC) 
= §cos(DA)+ Scos(AB)+ Scos(D8). 

Suy ra cos(AB) =cos(CĐÐ) ; 

cos(AC) =cos(BD) ; 
cos(AD) = cos(BðC). 

Hay là sin(AB)=sin(CÐ) ; 

sin(AC) =sin(BD) ; sin(AD) = sin(BC). 

Vậy sin các góc nhị diện đối thì bằng nhau 
trong khi ta lại cần độ dài các cạnh đối bằng 
nhau, do đó cần xét sự bằng nhau giữa các tỉ số 
: độ dài một cạnh chia cho sin của góc nhị diện 
tương ứng. Thế là xuất hiện nghi vấn : có phải 
trong tứ diện đang xét chúng ta có dãy đẳng 
thức kiểu như đẳng thức sin trong tam giác, mà 
cụ thể là : 


AB — CD _ ÁC _— BD. 
sin(45) sin(CD) ° sin(AC) sin(BD) ` 


SAsC =Sgcp =ŠCpA =SpAg =5 


BC AD 


sinC)_ sin(AD) : @ 


Lại quay về quá khứ, ta thấy : khi chứng 
minh định lí sin trong tam giác ngoài phương 
pháp thông thường, người ta còn có thể sử dụng 
công thức tính diện tích : 
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l HN AM 
SApgC = 3absinC = 3bcsin A =scasin B. 
Vì thế ta cũng tìm cách biểu diễn thể tích tứ 
diện theo diện tích hai mặt bên và sin của góc 
nhị diện tạo bởi hai mặt đó, nghĩa là : 


Kiểm tra lại thì thấy vế trái có đơn vị là lập 
phương của đơn vị dài còn vế phải lại là luỹ 
thừa 4 của đơn vị dài nên cần chia vế phải cho 
độ dài một cạnh nào đó ; linh cảm toán học sẽ 
mách bảo rằng đó chính là cạnh ĐC. Vậy ta có 
dự đoán sau với hệ số k nào đó. 


sin(BC) 
VApcp = &-SApc *ŠDBC'—BRC—" 


Chứng mình dự đoán và xác định k. 

Từ các đỉnh A, D của tứ diện ABCD kẻ AK, 
DH vuông góc với BC tại K, H. Nếu H khác K 
thì trong mp(4BCŒ) dựng hình chữ nhật AKHE. 
Kẻ AM và EN vuông góc với mp(BCĐ) tại M, N 
thì AM = EN (hình vẽ). Ta có 





Hình ï 


| 
VApgcp = ŸEpcp = 3 BŒ.Sphg 


BC. 2 DH.HE.sin(BC) 


sin(BC) 
` BC 





@œl|— tị 


(BC.DH). (KA.BC) 
2 sin(58C) 


cân ŠDBC *ŠABC+— BC G) 

Từ (3) kết hợp với (I) không những có (2) 
mà lại còn có dãy đẳng thức "mạnh hơn" (2) đối 
với tứ diện ABCD gần đều là 





AB _ CD _ AC 
sin(AB) sin(CD) sin(AC) 
BD BC AD 








sin@D) sinC)  sin(AÐ)' 
Không ngừng lại ở đó, mà chú ý rằng từ (3) 

còn có hệ thức sau đối với tứ diện ABC?D bất kì : 

sin(BC) sin(AD) 
BC AD 


Từ đó ta được các hệ thức sau đây, gọi là 
Định lí sín đối với tứ diện bất kì (dạng thứ nhất). 





4 
2 
VÄpcp =g5Anc 5SBCD *CDA “ŠDAB: 





AB CD — AC BD 
sin(AB) ` sinCÐDĐ) sin(AC) ` sin(BD) 
BC AD 








sin(B€) ' sin(AD)ˆ 
Nếu chọn Ð nằm trên trục của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC thì DA = DB = DC > 





AB : AC 
sin(AB).sin(CÐ) _ sin(AC).sin(BD) 
BC 


— sin(8C).sin(AÐ)' 
Lấy giới hạn khi Ð tiến ra vô cực với chú ý 
lim sin(AĐ) = lim sin(BC) = lim sin(C4) = l1, 


lim sin(DA) = sin A, 
lim sin(D8) = sin 8, 
lim sin(DC) = sin C. 





Tạ có -ÁP „BC „CA. 
snŒC sinA sinữ 

Đó chính là định lí sin trong tam giác mà 

chúng ta đều đã biết. Giờ đây ta có thể khẳng 

định rằng : định lí sin cho tam giác ABC chỉ là 

trường hợp riêng của định lí sin cho tứ diện 

ABCD, trong đó D chạy trên trục của đường 


` tròn ngoại tiếp AABC và tiến ra xa vô tận. 


Lời bình : Mặc dù lời giải ban đầu cho bài 
toán không dễ của ta đã là một lời giải đẹp, mặc 
dù ý định ban đầu : định lượng đẳng thức (1) 
(tìm lời giải đại số) gặp phải khó khăn lớn, vì 
trong không gian ít có những đẳng thức biểu 
diễn mối liên hệ giữa các cạnh và các góc với 
nhau, song với một vài suy luận có lí, không 
những chúng ta chỉ đạt được mục đích đã đề ra 
là từm thêm lời giải nữa cho một bài toán mà 
còn gặt hái được những kết quả đẹp đến bất 
ngờ. Các bạn còn có thể chứng minh định lí sin 
đối với tứ diện bằng cách sử dụng các định lí sin 
đối với tam giác và đối với góc tam diện. Đó 
cũng là một cách học mà tôi cho rằng các bạn 
trẻ cần lưu ý. Ngoài đạng trên có thể còn một 
vài dạng khác nữa của định lí sin đối với tứ 
điện. Tác giả bài này xin nhường lại để các bạn 
tìm hiểu thêm. Chúc các bạn thành công. 


TỨ DIỆN GẦN ĐỀU 


Trong chương trình hình học phổ thông, tứ 
diện gần đều có nhiều tính chất phong phú và lí 
thú. Vì vậy đã có nhiều bài tập hay, khai thác 
vấn đề này cho các kì thi học sinh giỏi trong 
nước và quốc tế cũng như các kì thi tuyển sinh 
hàng năm. Ta nhắc lại định nghĩa: 


NGUYÊN ANH DŨNG (Hà Nội) 


Một tứ diện có các cặp cạnh đối diện bằng 
nhau từng đôi một gọi là tứ diện gần đều. 

Hệ quả. Một tứ điện gân đều có bốn mặt là 
các tam giác bằng nhau. 

Sau đây là một số tính chất (TC) đặc trưng 
của tứ diện gần đều và cũng là các điều kiện 
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cần và đủ để một tứ diện là gần đều sau khi đã 
chứng minh điều ngược lại. 

TCI. Tổng các mặt ở mỗi đỉnh tam diện 
bằng 180”. 

TC2. Mỗi đường nối trung điểm của một cặp 
cạnh đối diện của tứ diện là đường vuông góc 
chung của cặp cạnh tương ứng đó. 

TC3. Tứ diện có hai trục đối xứng (thực chất 
là có đến ba trục đối xứng). 

TC4. Bốn mặt của tứ diện là các tam giác có 
diện tích bằng nhau. 

TC5. Bốn đường cao của tứ diện có độ dài 
bằng nhau. 

TC6. Tâm mặt cầu nội tiếp và tâm mặt cầu 
ngoại tiếp của tứ diện trùng nhau. 

TC/. Tâm mặt cầu ngoại tiếp và trọng tâm 
của tứ diện trùng nhau. 

TC8§. Tâm mặt cầu nội tiếp và trọng tâm của 
tứ diện trùng nhau. 

TC9. Tổng các côsin của các góc phẳng nhị 
diện chứa cùng một mặt của tứ diện bằng 1. 

TC10. Các góc phẳng nhị diện ứng với mỗi 
cặp cạnh đối diện của tứ diện bằng nhau. 

Việc chứng minh một tứ diện gần đều có các 
tính chất trên không có gì khó khăn. 

Ta chứng minh điều ngược lại, một tứ diện 
có một trong các tính chất trên là tứ diện 
gần đều. 

1. Giả sử tứ diện ABCD thoả mãn TCI, nghĩa 
là tổng các mặt ở mỗi đỉnh tam diện bằng 180. 
Trải các mặt DAB, DBC, DCA lên mặt phẳng 
ABC (xem hình l) thành các tam giác D¡AB, 
D;BC, D;CA. 

Vì tổng các mặt ở mỗi đỉnh tam diện bằng 
180” nên các điểm A, 8, C thuộc các cạnh của 
tam giác DịD¿D;. Ta có DỊA = DạA = DA ; 
DỊIB= D;B = DB; D;C = D;C = DC nên A, B, 
C là trung điểm của các cạnh tương ứng của tam 
giác DịD;D. Nghĩa là AB, BC, CA là các 
đường trung bình của tam giác D¡DzD¿. 
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Do đó 
| 
AB =2 D,D, = DC; BC =:P,P, = DA; 


1 
CA = 2D.D; = DB. 
Vậy ABCD là một tứ diện có các cặp cạnh 


đối diện bằng nhau nên là tứ diện gần đều. 





Dị 
A B 
Dạ C Dạ 
Hình] Hình 2 
A 
F 
B D 
C 

Hình 3 


2. Giả sử tứ diện ABCD thoả mãn TC2, 
nghĩa là mỗi đường nối trung điểm của một cặp 
cạnh đối diện là một đường vuông góc chung 
của chúng nên nó là trục đối xứng của tứ điện. 
Do đó các cặp cạnh đối diện của tứ diện bằng 
nhau, vậy tứ diện ABC? là gần đều. 

3. Giả sử một tứ diện có TC3, vì mỗi trục đối 
xứng của tứ diện phải là đường nối trung điểm 
hai cạnh đối diện nên nó là đường vuông góc 
chung của cặp cạnh đối diện đó, trở về TC2. 

4. Giả sử tứ diện ABCD thoả mãn TC4, nghĩa 
là nó có diện tích của bốn mặt bằng nhau. Gọi E 
là trung điểm CD, kẻ CM, DN, EF cùng vuông 
góc với AB (xem hình 2). Vì hai tam giác CAB 


và DAB có chung đáy AB và có diện tích bằng 
nhau nên có các đường cao CM =DN. Vì E là 
trung điểm CD và M, F, N lần lượt là hình chiếu 
vuông góc của C, E, D lên AB nên # là trung 
điểm của MN. Do đó hai tam giác vuông CMF 
và DNF bằng nhau; tam giác FŒCD cân. Ta được 
FE vuông góc với CD, nghĩa là đường vuông 
góc chung của 4ð và CD qua trung điểm CD. 
Nhưng do vai trò của các cạnh như nhau nên Ƒ 
cũng là trung điểm của AB. Vậy EF là trục đối 
xứng của tứ diện. Từ đó có AC = BD và AD = 
BC. Chứng minh tương tự, ta có AB = CD. 

Vậy ABCD là tứ diện gần đều. 

5. Giả sử tứ diện ABŒC?D thoả mãn TC5, nghĩa 
là nó có bốn đường cao bằng Ù. Xét thể tích của 
tứ diện : 

| 


l 


= 3 hŠcp = 3 hŠnug 
nên bốn mặt của tứ diện là các tam giác có diện 
tích bằng nhau, trở về TC4. 

6. Giả sử một tứ diện có TCó. Vì tâm của 
mặt cầu ngoại tiếp và nội tiếp trùng nhau nên 
bốn mặt của tứ diện cách đều tâm, do đó bốn 
mặt là các tam giác có bán kính đường tròn 
ngoại tiếp bằng nhau. Từ đó suy ra các góc của 
hai mặt của tứ điện cùng chắn một cạnh chung 
thì bằng nhau. Ta được tổng các mặt ở mỗi đỉnh 
tam diện bằng 180/, trở về TCI. 

7. Giả sử một tứ diện có TC7. Vì tâm mặt 
cầu ngoại tiếp và trọng tâm trùng nhau nên 
đường nối trung điểm của mỗi cặp cạnh đối 
diện cũng là đường vuông góc chung của chúng, 
trở về TC2. 

(Lưu ý rằng, trọng tâm của tứ diện là trung 
điểm của mỗi đoạn thẳng nối trung điểm hai 
cạnh đối điện của tứ điện). 

§. Giả sử tứ diện ABŒCD có TCS§. Vì tâm mặt 
cầu nội tiếp và trọng tâm trùng nhau nên mỗi 
mặt phẳng đi qua một cạnh và trung điểm cạnh 
đối diện là mặt phẳng phân giác của góc nhị 


diện tương ứng. Theo kí hiệu của hình 3, ta có Ƒ 
cách đều hai mặt BCD và ACD (F là trung điểm 
của 4Ø). Nhưng hai tứ diện FACD và FBCD có 
thể tích bằng nhau và các đường cao tương ứng 
kẻ từ bằng nhau nên hai tam giác ACD và 
BCD có diện tích bằng nhau. Lí luận tương tự, 
ta được bốn mặt của tứ diện có diện tích bằng 
nhau, trở về TC4. 

9. Giả sử tứ diện ABCD có TC9. Giả sử trong 
bốn mặt của tứ diện, tam giác ABC có diện tích 
lớn nhất. Gọi ø, Ø, 7 là các góc phẳng nhị 
diện tương ứng với ba cạnh BC, CA, AB và 
COSØ# + cOS + cos7 = Ì. 

Ta có 
SABCc = Spgc -COSđ + Š,cA.COS/+ Su„Ag.cosZ (Ï) 

Thật vậy, kẻ đường cao ĐH của tứ diện. 

Nếu j nằm trong tam giác ABC (xem 
hình 4) thì 

SABC = SHBC + SHCA Ð ŠHAB 

= Špgc-COS # + SncA.cOS + SyApg. COS 7. 


Nếu H nằm ngoài tam giác ABC, chẳng hạn 
H nằm trong góc BAC (xem hình 5) thì 
D 


B 


Hình 4 Hình 5 


SABC = —SHBC † SHCA T SHAB 
= Spgc-COS Ø + Špc.COS + Sp¿pg. COS 7, 


Bạn đọc tự kiểm tra công thức (1) cho các 
trường hợp còn lại. 
Theo giả thiết 


SAøc 2 SppgC3 SAsC 3 SpCA 3 
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SABC È ŠpAp 
nên từ (1), suy ra 

SAgc Š Sagc (COSữ + coS/Ø + COS7) = Sxpc- 

Vậy phải có 

pc =Špgc =SŠpcA = Spasg : trở về TCA. 

10. Giả sử một tứ diện có các góc phẳng nhị 
diện ứng với mỗi cặp cạnh đối diện của tứ diện 
bằng nhau. Gọi ø,Ø,y là các góc phẳng nhị 
điện tương ứng với ba cặp cạnh đối diện ; Š¡, S2, 
Š›, %4 tương ứng là diện tích các mặt của 
tứ diện. Thế thì z,/,y cũng là các góc phẳng 
nhị diện tương ứng với ba cạnh của cùng một 
mặt. 

Không mất tính tổng quát, có thể giả thiết 
Š S% S& <%. 

Sử dụng công thức (1), ta có : 

Š¡ < S¡(COSØ + c0S/ + COS 7) 


—= COSØ + cosØ + cos7 > Ì. 


S4 > 54(COS # + cOS/ + cOS 7) 

= COSứ + cos/Ø + cos7 < l. 

Vậy cos ø + cos/ + cos7 = I ; trở về TC9. 

Ngoài 10 tính chất đặc trưng của tứ diện gần 
đều trên đây, bạn đọc có thể tự tìm thêm nhiều 
tính chất khác. Để kết thúc bài viết, mời các 
bạn giải các bài tập sau có liên quan đến tứ diện 
gần đều. 

Bài 1. Cho tứ diện có các cặp cạnh đối diện 
bằng nhau từng đôi một và theo thứ tự bằng z, 
b,c(a< b< c). Một mặt phẳng cắt tứ diện đã 
cho theo một tứ giác. Hãy tìm vị trí của mặt 
phẳng sao cho tứ giác thiết diện đó có chu vi 
nhỏ nhất. Trong điều kiện trên, hãy tìm quỹ tích 
trọng tâm của các tứ giác thiết diện. (Đề thi học 
sinh giỏi Quốc gia năm 1983). 


Bài 2. Cho góc tam diện Óxyz ; gọi ứ, Ø, 7 là 
các góc phẳng nhị diện tương ứng với cạnh Óx, 
Oy, Oz. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ 
để tổng các mặt của góc tam diện bằng 180” là 


COSØ + COS/ + cos7= Ì. 


MẶT CẦU TIẾP XÚC VỚI ĐƯỜNG THẲNG 
CHỨA CÁC CẠNH CỦA KHỐI TÚ DIỆN 


Các bạn đã được làm quen với mặt cầu ngoại 
tiếp, mặt cầu nội tiếp tứ diện. Trong bài Mặt cầu 
giả nội tiếp đa diện (Tạp chí THTT số 177 
tháng 11.1991) hoặc Tuyển tập 30 năm Tạp chí 
Toán học và Tuổi trể trang 124, tác giả Lê Quốc 
Hán đã giới thiệu với chúng ta về mặt cầu tiếp 
xúc với tất cả các cạnh của một khối đa diện và 
một số bài toán liên quan đến mặt cầu này. 
Trong bài báo này xin giới thiệu thêm với các 
bạn một vài kiểu tiếp xúc của mặt cầu với 
đường thẳng chứa các cạnh của một khối tứ diện 
trong không gian. 
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HỒ QUANG VINH (Hà Nội) 


Lưu ý : Trong bài này nói mặt cầu tiếp xúc 
với cạnh XY (hoặc tia XY) hiểu là tiếp điểm 
thuộc đoạn thẳng XY (hoặc tia XY). 

Mệnh đề 1. Điều kiện cần và đủ để tứ diện 
ABCD có một mặt cầu tiếp xúc với các cạnh 
BC, CD, DB và tiếp xúc với tia đối của các tia 
BA, CA, DA là BC —AD = CD —AB = DB —AC. 

Chứng mình. Điều kiện cần : Giả sử (S) là 
mặt cầu tiếp xúc với các cạnh BC, CD, DB lần 
lượt tại W, P, S ; và (S.) tiếp xúc với tia đối của 
các tia BA, CA, DA lân lượt tại M, 7, Q (h. 1). 


Khi đó ta có BS = BN = BM =x,CN = CT =CP 
= y, DỌ = DP = DS =z, AQ = AM = AT =¡. Tù 
đó BC —AD = (x + y) —-(†—z) =x+y+z —f Và 
ĐB —AC =(x+z) -(P—y)=x+y+z —f. Suy 
ra BC — AD = DB - AC. Tương tự cũng có 
BC —AD = CD —AB. Vậy BC - AD = DB —AC 
= CD — AB (đpcm). 





Hình ï 
Điều kiện đủ. Giả sử BC —- AD = DB - AC = 
CD - AB. Đường tròn nội tiếp tam giác BCD 
(tâm Ó;) tiếp xúc với BC tại N, đường tròn bàng 
tiếp tam giác ABC (tâm Ó;) ứng với đỉnh A tiếp 
xúc với BC tại Nị (h. 2). 





Ta chứng minh N trùng với W¡. Thật vậy do 
DB —AC = CD - AB suy ra BC + BD — CD = 
AC + BC - AB nên 2BN = BC + BD - CD = 
(AB+AC+BC)  -2AB =2(AM - AB). Vậy 
BN = BM =BN, hay N trùng với Nị. Xét 


đường tròn ngoại tiếp AÓ,NO, với đường kính 
là NÓ, lúc đó NÓ, L ÓÓ, và NÓ; 1L ÓO; (1). 
Mặt khác do BC L NÓI, BC L NO; nên 
BC 1 mp(NGØ¡OG;), suy ra BC L OÓ\I và 
BCLOO; @2). Từ (I), (2) suy ra 
ÓO, 1 mp(BCĐD) và ÓO, L mp(ABC), Vậy Ó 
cách đều các đường thẳng 8C, CD, DB, AC, AB. 
Tương tự nếu gọi Ó; là tâm đường tròn bàng 
tiếp tam giác ACD (ứng với đỉnh A4) thì cũng có 
ÓOO; 1 mp(ADC). Từ đó Ó cách đều các đường 
thẳng AD, AC, CD. Vậy O là tâm mặt cầu tiếp 
xúc với các cạnh 8C, DB, CD đồng thời tiếp 
xúc với tia đối của các tia BA, CA, DA (đpcm). 

Hệ quả. Với rứ điện gân đêu ABCD 
(AB = CD, AC = BD, BC = AD) luôn tôn tại mặt 
cầu tiếp xúc với các cạnh BC, CD, DB và tiếp 
xúc với tia đối của các tia BA, CA, DA. 

Mệnh đề 2. Điểu kiện cần và đủ để tôn tại 
một mặt cầu có tâm nằm trên cạnh AB của tứ 
diện ABCD dồng thời tiếp xúc với các cạnh AC, 
AD, ĐC, BD là AC = AD và BC = BD. 

Chứng mình. Điều kiện cần : Giả sử mặt 
cầu tâm S, với § nằm trên cạnh AB, ứiếp xúc với 
các cạnh AD, AC, BD, BC lần lượt tại M, N, 
P,00.3). 

Vì BP = BỌO, SP = SQ nên ASBP = ASBQ, 
SUy ra SBD = SBC. Tương tự, ta cũng có 
SAD = SAC. Vậy AABD = AAPC, suy ra AD = 
AC và BD = BC. 





Hình 3 


Điều kiện đủ. Giả sử AD = AC và BD = BC 
khi đó AABD = AABC suy ra DAB = CAB Q3). 
Đường phân giác trong của góc ADB cắt AB tại 
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5A AD _ AC ¬ 
SE“ BĐ BC SUy ra CS là đường phân 


giác trong của góc ACB. Dựng SM, SN, SP, SQ 
lần lượt vuông góc với các cạnh AD, AC, BD, 
8C thì từ (3) có AAMS = AANS. Từ đó SM = SN 
=$P = SO nên S là tâm mặt cầu tiếp xúc với các 
cạnh AD, AC, BD, BC (dpcm). 

Bây giờ chúng ta sẽ sử dụng hai mệnh đề 
trên để giải một số bài toán liên quan đến hai 
mệnh đề này. 

Bài toán 1. Cho tứ diện gần đêu ABCD 
(AB = CD, AC = BD, BC = AD) và một mặt cầu 
tiếp xúc với các cạnh BC, CD, BD, đông thời 
tiếp xúc với tia đốt của các tỉa BA, CA, DA. Gọi 
dị, dy, dị, dạ theo thứ tự là khoảng cách từ tâm 
mặt cầu này đến các mặt phẳng (ABC), (ABD), 
(ACD), (BCD) còn r là bán kính mặt cầu nội 
tiến tứ diện ABCD. Chứng minh rằng 


dị +d; +dh — dạ = 4. 





s thì 


Lời giải. (xem hình 2) (Sự tồn tại của mặt 
cầu tâm Ó ở bài ra được suy trực tiếp từ hệ quả 
mệnh đề !). Do ABCD là tứ diện gần đều nên 


ŠAgc = SAgp = ŠAcp = Šgcp = Š Và 
SAsc + Sagp + SŠAcp + Sgcp = 4Š. Ta có 


VAgcp = VoAsc + Voagp + YoAcp ~ Vogcp 


] l | 1 
=sđIŠAnc +2.dạ5Agp +2đ5xcp —34aŠgcp 


» 
Suy ra dị + d; + dạ - dạ = 


3Ÿxgcp 
Š 
Bài toán 2. Giả sử mặt cầu tâm I thuộc cạnh 
AB, bán kính R tiếp xúc với các cạnh AC, AD, 
BC và BD ; mặt cầu tâm J thuộc cạnh CD, bán 
kính r tiếp xúc với các cạnh CA, CB, DA, DB 
của khối tứ diện ABCD. Chứng mình hệ thức 


= 2e = 4r (đpcm). 


AB* _ AB?—4R° 
CP*_ CD?-4r?. 
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Lời giải. (Hình 4). Áp dụng mệnh đề 2 ta 
có AC = AD và BC = BD (xét đối với mặt cầu 
tâm D) ; CA = CB và AD = BD (xét đối với mặt 
cầu tâm J) do đó AC = AD = BC = BD = a. Từ 
đó ï, J theo thứ tự là trung điểm của AB, CD. 





Dựng /E L AD, JE L BD thì /E = R, JF = r. Giả 
sử AB = 2m, CD = 2n, lúc đó từ IE.AD = DLAI 


có Ra=mNla°-mˆ < Rˆa°=m°a”—m^ (l) 
Tương tự có 


ra =n\ad?—n? œr?a? =n da —n" (2) 
4 2 2 

Š : „ mˆ—K 

Từ (1) và (2) có ——=————— 
4 2.2 
n H“ —I 


, SUy ra hệ 


thức cần chứng minh. 

Để kết thúc bài báo mời các bạn tiếp tục 
nghiên cứu một số kiểu tiếp xúc của mặt cầu với 
đường thẳng chứa các cạnh của khối đa diện 
thông qua các bài tập sau. 

Bài 1. Cho tứ diện ABCD thoả mãn các điều 
kiện của mệnh đề 1. Tìm một hệ thức liên hệ 
giữa số đo các góc nhị diện cạnh AB, CD, BC, 
AD, AC, BD của tứ diện đó. 

Bài 2. Tìm điều kiện để tứ diện ABCD có 
các cặp cạnh đối vuông góc với nhau từng đôi 
một (tứ diện trực tâm), có một mặt cầu tiếp xúc 
với các cạnh BC, CD, BD và tiếp xúc với tia đối 
của các tia BA, CA, DA. 

Bài 3. Tồn tại hay không một mặt cầu tiếp 
xúc với các cạnh đáy, đồng thời tiếp xúc với tia 
đối của các tia AS, BS, CS, DS của hình chóp tứ 
giác đều S.ABCD ? 

Bài 4. Cho tứ diện ABCD có AB = CD = a, 
AC = BD = b, BC = AD = c. Tìm bán kính của 
mặt cầu tiếp xúc với các cạnh BC, CD, BD và 
tiếp xúc với tia đối của các tia BA, CA, ĐA. 


VÀI ỨNG DỤNG CỦA ĐỊNH LÍ CON NHÍM 


Trong hình học phẳng, định !í con nhím đối 
với tam giác có dạng như sau. 

Định lí. Cho tam giác ABC, gọi ẻ,, 6,2; là 
các vectơ đơn vị hướng từ một điểm bên trong 
tam giác đó ra phía ngoài tam giác và 
¿1L BC, ở, L CA, ở, L AB thì ta có 





BCẻ, + CA, + ABẻ, =0 (q) 

Chứng mình. Lấy điểm M nào đó nằm bên 

trong AABC. Gọi AI, Bị, C¡ theo thứ tự là 

hình chiếu của ÄM⁄ xuống các cạnh 8C, CA, AB 

thì 4,,,2, tương ứng cùng chiều với MAI, 

MB\, MC\. Gọi AH, BK là các đường cao của 
AABC (h.1). 





B HE Ái C 
Hình 1 


Đặt  = BCẻ, + CAẻ, + ABẻ,. 

Tho giả thiết đ, L 8C, ở, LCA, 2; L AB 
nên 

ñ. AB = BC (AC + CB) + CAó;(AC + CB) 

= BC, .AC + CAz,.CB 

= BC.AH.cos(AH,AC)—CA.CB.cos(BK,BC) 

=BC.AH - CA.BK 

=2SAsc ~ 2Sasc = Ú. 


LUU HÙNG 


Tương tự có ï. BC =0 và ï. AC =0. Ba 
đẳng thức này xảy ra chỉ khi 7 = 0. (đpcm). 

Định lí trên đối với tam giác trong hình học 
phẳng có thể khái quát hoá đối với tứ điện trong 
hình học không gian như sau. 

1. Định lí con nhím đối với tứ điện 

Định lí 1. Cho rứ diện AIA;A-A,. Gọi Š, 
(=1, 2, 3, 4) là diện tích mặt đối diện đỉnh A, ; 
gọi £, (ï = l, 2, 3, 4) là các vectơ đơn vị vuông 
sóc với mặt đối diện đỉnh A, và hướng từ một 
điểm bên trong tứ diện đó ra phía ngoài tứ diện, 
thì ta có 

Vì các vectơ é, có tính chất như trên 
nên người ta thường gọi định lí này là định 1í 
con nhím. 

Chứng minh. Gọi A;K_ là đường cao của tứ 
diện Ai4;4;4, Œ⁄2). A, 





Hình 2 


Đặt vế trái của (2) là z. Ta sẽ chứng minh 
 L mp(A¡A;4;). Chú ý rằng đj L A;4; ; ¿; 
và đ¿ đều vuông góc với Á¡4; ; ở; và đ, đều 


vuông góc với Á¡Á; nên 
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H. A4; 


lÍ 


(S8; + S8) + Su2¿)(Á4;Át + Ai4;) 
= Số, .ÁA;Ai +S8.AIÁi. 
Ta có 
S%2;.A)A, = 5;.AA;.cos(2; .Á; AI) 
= Š;.AAy.cos(A;K, Á¿Ai) 
= %.A,K =3V. 
trong đó V là thể tích tứ điện A¡AsAx4¿. 


Tương tự cũng có SŠ;.;.4;4¡ = 3W, do đó 
ï.A,A; = 3V ~ 3V =0, nên ï L A;4;. Tương 
tự cũng chứng minh được # L 4¡4;, suy ra 
 L mp(Ai4¿4). 

Bằng lập luận tương tự cũng suy ra # vuông 
góc với cả bốn mặt của tứ diện. Điều này xảy ra 
chỉ khi  = 0 (đpcm). 


Sau đây ta sẽ áp dụng định lí con nhím để 
chứng minh một số tính chất của tứ diện. 


2. Định lí côsin đối với tứ diện 

Định lí 2. Cho tứ diện AIA;A:A¿. Gọi S, 
(= 1,2, 3, 4) là điện tích mặt đối diện đỉnh A,, 
còn đ,, là góc nhị diện trong tương ứng với cạnh 
AA, thì ta có 

ẤP =7} Sỹ +92 —28;Š cOS Œ;x — 
G@) 


Trong bài báo Công thức côsin trên TH 
số 90 tháng 3.1976 đã nêu một cách tìm ra công 
thức này dựa trên định lí côsin trong tam giác. 


Ở đây nếu áp dụng định lí 2 ta có lời giải ngắn 
gọn như sau. 


Chứng minh. Viết (2) trong dạng 
Bình phương hai vế của hệ thức trên và chú ý 
rằng COS(€,, £,) = —cosơ,. với mọi ¡,j € {1, 2, 3, 4] 


¡ khác 7, ta được công thức (3). 
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3. Hệ thức về các đường cao của một tứ 
diện 

Định lí 3. Cho tứ điện AIA¿A‡:A¿. Gọi h, 
(i= 1,2,3, 4) là các đường cao của tứ điện xuất 
phát từ đỉnh A, còn œy là góc nhị diện trong 
tương ứng với cạnh AA, thì ta có : 


1 1 1 Ỉ 
A) —=——COSG¡; +~—COSG¡a +7--C0S0¿ 4 
4 


họ h hạ 
1 1 2 
b) ——+——>-—cosœ 
HỆ hệ hủy CÔ Hố 
Ỉ 1 2 
=-—+—>—-—-CO0SŒ (5) 
hệ hạ lạhu _ 


Chứng minh. a) Viết (2) trong dạng 
Lấy tích vô hướng cả hai vế của hệ thức trên 


với j, chú ý rằng nếu ¡ khác j thì 


COS(£1,ể;) = —COS Œ,,, ta CÓ 
Si = Š; COS0¡. + Š: COSO¡+ + 54 COSGj¿ (6) 
Gọi V là thể tích tứ diện A¡A4;4;4¿, thay 
Š; = _ (= 1, 2, 3, 4) vào (6) rồi chia cả hai 
vế cho 3V ta được (4). 
b) Lại viết (2) trong dạng 
3V 


Bình phương hai vế rồi sử dụng S; Sỹ 8 
(= 1, 2, 3, 4) ta được (5). 

4. Các hệ thức trong tứ diện có góc tam 
diện ba mặt vuông 

Định lí 4. Trong tứ điện AIAA‡+Á¿ tam diện 
đỉnh A, có ba mặt vuông. Gọi S; (¡ = 1, 2, 3, 4) 
là diện tích các mặt đối diện đỉnh A, và S, 
(=1, 2, 3244) tương ứng là diện tích hình chiếu 
của S, lên mặt AIAsAsA¿ thì ta có : 

a) SẼ =S7 +6 +5 (8) 


b) S° = 5% với =2, 3,4 @) 


Chứng mình. 


21 kz (ke 2). 

a) Từ (3) suy ra (8). Cũng có thể chứng minh 
trực tiếp như cách chứng minh định lí 2. 

b) Viết (2) trong dạng (7) rồi bình phương 
hai vế, thay đ;. ứ¿ = Ö ta có 

Sĩ +9 +25 .2.2, = S2 + S2, 

Áp dụng (8) được 

2%) ©26jŠ,cosơia =2 5; => S7 =6, 

Tương tự cũng có $ý = S¡.Š; và Sƒ = Š,.S.. 

5. Các điều kiện tương đương của tứ diện 
gần đều. 

Chắc các bạn đã biết mệnh đề : Một tứ diện 
là gần đều khi và chỉ khi diện tích các mặt là 
bằng nhau. (Xem tính chất 4 trong bài Tứ diện 
gân đều). 

Sau đây xin nêu thêm hai điều kiện tương 
đương với tính chất trên của tứ diện gần đều. 

Định lí 5. Một /ứ điện A,AyA3A, có diện 
tích các mặt đêu bằng nhau khi và chỉ khi các 
vectơ đơn vị €; (¡ = 1, 2, 3, 4) vuông góc với 
mặt đối diện đỉnh A, và hướng từ một điểm nằm 
trong tứ diện ra phía ngoài, có tổng 
ồi+ổy +, +ổy =Ũ. 

Chứng mình. 

Điều kiện cần. Thay § = Š; = S; = Š„ vào 
(2) được S(2, + ổ; + đ; + đ,) = Ö mà Š¡ #0 nên 


Øi ty tới ty) =0, 


Điều kiện đủ Theo giả — thiết 
Mặt khác từ (2) có 
_ DỊ 22. 292/58. 98:6 
JSC 82g 6S 
» S4 S4 
Do đó 


mà ba vectơ j,đ;,£; không đồng phẳng 
nên ø¡ không biểu thị tuyến tính được qua 
2... 5 _ 52 — 5 

› ° u TRE B=ẽ...ửu an ra 
đ,,¿, Suy Tả ST 


dẫn đến 


Đặt 7 là tổng tất cả các côsin của các 
nhị diện trong của tứ điện 4;4;4:4„. Sử dụng 
hệ thức 

(+, + +øy)” =4—-2T ©T =2 
hay là cOSØ¡; + COSØ¡x + COSØ¡¿ + COSØ2a + 


+ COSđ24 +COSØx¿ = 2 

thì ta có 

Định lí 6. Tứ điện có diện tích các mặt đều 
nhau khi và chỉ khi tổng tất cả côsin các nhị 
điện trong của tứ diện bằng 2. 

6. Một tính chất của tứ diện trực tâm 

Tứ diện gọi là tứ diện trực tâm khi các đường 
cao đồng quy. 

Định lí 7. Trong tứ diện trực tâm A¡A;4:4¿ 
với trực tâm ïƒ nằm trong tứ diện. Gọi W, (¡ = 1, 
2, 3, 4, 5) là thể tích hình chóp đỉnh với đáy 
là mặt đối diện đỉnh A, của tứ diện thì ta có 


Vị HÃI + V; HÁ¿ + Vị HÀ + V„ HÃa =0. (9) 


Chứng minh. Gọi A,H, (¡ = I, 2, 3, 4) là các 
đường cao của tứ diện và chúng cắt nhau tại 
điểm H thì có HA; = HA,¿Z, ( = 1, 2, 3, 4). Dễ 
thấy rằng trong tứ diện trực tâm với trực tâm ở thì 
HH\.HAI =HH›.HAa = HH3.HA3=HHa.HAa 

4 — —— - 
nên từ (2) có 3 Š,.//;.HA¡Z.=0, mà 3V = 
í=1 
4 — ¬ 
S,.HH,  (=1,2,3,4) nên Š`V,HA: = 0 (đpcm). 
i=l 

Định lí 7 gợi ý cho ta mở rộng kết quả này 
cho tứ diện thường với M là một điểm bất kì 
nằm trong tứ diện và V, (¡ = 1, 2, 3, 4) là thể 
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tích hình chóp đỉnh Mí với đáy là mặt đối diện 
đỉnh A, của tứ diện. 

Dưới đây xin nêu một số bài tập để luyện tập 
thêm về định lí con nhím. 

Bài 1. Tìm các cách chứng minh định lí con 
nhím đối với tam giác trong hình học phẳng. 
Hãy xét trực tâm của tam giác để có định lí 
tương tự định lí 7 nêu trên. 

Bài 2. Dùng định lí con nhím trong hình học 
phẳng để chứng minh định lí côsin trong tam 
giác và tìm lại các hệ thức trong tam giác 
VUÔNg. 

Bài 3. Cho tam giác ABC, trên các cạnh AB, 
BC dựng cùng ra phía ngoài (hoặc cùng vào 
phía trong) hai hình vuông ABBBy và 
ACC,C;. Chứng minh rằng đường thẳng đi qua A 
và trung điểm của B„,C, thì vuông góc với 8C. 


Bài 4. Chứng minh định lí con nhím trong đa 
giác lồi bằng cách chia đa giác thành các tam 
giác, rồi dùng kết quả này chứng minh định lí 
con nhím trong lăng trụ đa giác. 

Bài 5. Chứng minh rằng tổng tất cả các góc 
nhị diện trong của một tứ diện lớn hơn 2z và 
nhỏ hơn 3Z. 

Bài 6. Trong tứ diện bất kì gọi h, ( = 1, 2, 
3, 4) là đường cao của tứ diện hạ từ đỉnh 4, 
xuống mặt đối diện và gọi #,, là các góc nhị diện 


trong ứng với cạnh 4,4,. Chứng mỉnh rằng 


In 
TU mẻ Hệ H 











- C08012 , COSOI4 , COSƠI, 
hịh; hịha hi 
„ C08023 COS02¿  COSG2,, 
la  huủh, — hạẩụ 


PHÁT TRIỂN MỘT BÀI TOÁN 


PHẠM ĐĂNG LONG (ĐHKHTN - ĐHQG Hà Nội) 


Chắc chắn rằng nhiều bạn đã biết bài toán 
sau đây. 

Bài toán 1. Cho một điểm P trên đường 
phân giác trong của một sóc xÔy 
(0° < xOy<180° ; P khác điểm O). Một cát 
tuyến p qua P cắt Ox, Oy lần lượt tại A, B. 
Chứng mình rằng tổng 

] | 
ØA ` 0B 
là không đổi khi cát tuyến p đỉ động. 

Từ bài toán này chúng ta có thể thiết lập một 
số bài toán khác. 

Nếu ta bỏ giả thiết điểm P trên đường phân 
giác trong và lấy điểm P cố định nằm trong góc 
xØy thì kết quả như thế nào ? 

Vẽ đường thẳng qua P song song với Óx cắt 
Óy tại / và đường thăng qua P song song với Óy 
cắt Óx ở K (h.1) thì theo định lí Thales có 
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ðK _ O7 _ T5 _ PA _ 
ÓA *9B AB TINH 


x 
A 


() 





O dJ B 
Hình I 


Như vậy ta được bài toán sau : 

Bài toán 2. Cho một điểm P nằm trong góc 
xOy (xÓy <180° ;P không thuộc Ox, Oy). Một 
cát tuyến p ẩi qua P cắt Ox, Óy lân lượt tại A, 
B. Chứng minh rằng tổn tại hai số ơ, 8 để 


UP 
2ã ”ØB 


đi qua P. 


không đổi khi p di động nhưng luôn 


Lời giải. Thật vậy, nếu thay OK = đả, 
ÓJ = /ãi vào (1) trong đó đ là một đơn vị độ dài 
„.B_ l 
on SIOR--d 
Đặc biệt nếu cho ÓK = ØJ = ÓP thì ta còn 
được một đẳng thức rất lí thú là 
l l | 
——+——=—. 
OA OB OP 
Điều đó chỉ có thể xảy ra khi P nằm trên tia 


cho trước, thì ta được —— 


phân giác của góc xOy = 120”. Chính vì thế mà 
ta có bài toán sau (Bạn đọc tự chứng minh). 

Bài toán 3. Cho góc xOy =œ với P là một 
điểm cố định thuộc đường phân giác trong Ôz 
của góc đó (P khác O). Một cát tuyến p qua P 
cắt Ox, ÓOy lần lượt tại A, B. Chứng minh rằng 
điều kiện cần và đủ để 


là œ= 120”. 

Bạn đọc có thể tự phát triển các bài toán này 
cho trường hợp điểm P thuộc phân giác ngoài 
nói riêng và P nằm ngoài một góc nói chung. 


Kết quả của ba bài toán trên có thể phát triển 
cho góc tam diện như sau. 


Bài toán 4. Cho một góc tam diện đều Oxyz 


với xÓy = yOz =zOx =œ và một điển P cố 


định (P khác O) nằm trên tia Ot cách đều ba tỉa 
Ox, Oy, Óz. Một mặt phẳng 2 đi qua P cắt Ox, 
Oy, Óz lần lượt tại A, B, C. Chứng mình rằng : 


1 
4) Z + G5 + sẽ không đổi khi 2 thay đổi 


nhưng luôn đi qua P. 
b) Điều kiện cần và đủ để 


1 1 1 1 


ÓA” 


0B 


toc 


12.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


là cosœ = ^À 
=“: 





Hình 2 


Lời giải. 

e Giả sử mặt phẳng (ÓAP) cắt BC tại M, 
đường thẳng qua P song song với ÓA cắt OM 
tại J. Mặt phẳng (OBP) cắt AC tại N, đường 
thẳng qua P song song với ÓB cắt ON tại H. 
Mặt phẳng (OCP) cắt AB tại T, đường thẳng qua 
P song song với ÓC cắt ỚT tại K (h.2). Khi đó 
sử dụng định lí Thales ta có 


TJ PH PK _ PM _PN _ PT 
ÓA OB ÓOC AM BN CT 


Dễ thấy 





PM Ẹ PN PT _ Špgc „ ŠpcA lộ SPAB 
AM BN CT SApC ŠApC ŠApC 
= SABC =] 
SABC 
P/ PH PK 
nên 2+ op†toecTl (2) 


e Khi cho mặt phẳng Z vuông góc với ÓP 
và cắt Óx, Óy, Óz tương ứng tại A¡,B¡,C; thì từ 
giả thiết ta có tứ diện Ó.A¡Z¡C;, là hình chóp 
tam giác đều với OÁ, = OB, = OC, = 34, P là 
trọng tâm tam giác đều AÖC, do đó 


PJ _ PM _1 
ØA AM 3 

Tương tự có ——— XU -) Tê 
SP ỆN YON: :9 8: ĐỀN" 
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Chú ý rằng khi mặt phẳng Z thay đổi mà 
vẫn đi qua P thì các điểm 7, H, K cố định nên 
PJ = PH = PK =d. 
Từ đó và (2) có 


| | l l ` Ải 
TH Ty Tho Anh 
1 n 1 _ IG: 
OA OB ÓC OP 





® Giả sử có thì từ (3) 

: ÓÁ¡ : TT 
có OP=d= `a trong đó ÓP L P4. Từ đó 
tính được PÁi =2A2d và B,C,=26d. Áp 
dụng định lí côsin cho tam giác ÓB;C¡ có 


B,C? = OB? + OC? -20B,.OC¡cosơ — hay 


244? = 184? —184 cosø, suy ra coSơ = 5: 


se Ngược lại nếu cosø = “8 ta tính được 


B.C = 2x64, suy ra OP = d4, thay vào (3) được 
bờ 2D oay TT: xui 
OA OB OC ÓOP' 


Từ kết quả trên ta có bài toán sau . 





Bài toán 5. Cho một điểm P nằm trong góc 
tam diện Oxyz. Một mặt phẳng 2 ải qua P và 
cắt Ox, Oy, Óz tương ứng tại A, B, C. Chứng 


mình rằng tôn tại các số œ, 8, y sao cho 


Đa + ấn + Ti là không đổi khi mặt phẳng 


# thay đổi nhưng luôn ải qua P. 

Từ bài toán 1, 2 và 3 ta cũng suy ra các bài 
toán sau đây đối với góc tứ diện. 

Bài toán 6. Cho một góc tứ diện đều Oxyzt, 
một điểm P cố định nằm trong góc tứ diện và 
cách đêu bốn cạnh của góc. Một mặt phẳng 2? 
đi qua P cắt Ox, Oy, Óz, Ót tại A, B, C theo 
thứ tư. 
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nh rằn : + : + _: + : 
“Š OA OB ÓC OD 
không đổi khi ? thay đổi nhưng luôn đi qua P. 





a) Chứng mỉ 


b) Gọi œ là số đo một mặt của góc tứ diện 
đêu đã cho. Chứng minh rằng điêu kiện cần và 
: 1 1 1 1 l 
đủ — để = 
# óớP. ĐA 0B OC OP. ÓP 





là 


l 
COSđ = TC 


Bài toán 7. Cho một góc tứ diện Oxyzt mà 
các mặt chéo (xÓz) và (gOt) cắt nhau theo giao 
tuyến Os. Điểm P cố định trên Os (P khác ©). 
Chứng minh rằng tổn tại các số ở, Ö, ÿ, ỗ để 

ơ ỗ 
0x? 0p °0c Top 
A,B,C, D theo thứ tự là giao điểm của Ox, Oy, 


Oz, Ot với một mặt phẳng Z thay đổi nhưng 


không đổi, trong đó 


luôn ải qua P. 

Chứng mình. Sử dụng kết quả bài toán 3 vào 
hai góc xÓz VÀ yOt. 

Trong bài toán 7, ta đã phải hạn chế điểm P 
nằm trên Ós, còn với P tuỳ ý trong góc tứ diện 
thì không phải là đơn giản. Nói chung tổng quát 
bài toán trong trường hợp góc đa diện tuỳ ý thì 
thật là khó, đặc biệt là đối với góc đa diện có số 
mặt bên là số lẻ. 

Lấy trường hợp góc ngũ diện làm điển hình. 
Ta có bài toán sau. 

Bài toán 8. Cho một hình chóp ngũ giác đêu 
S.A.B.CVD,E 


oB,CoQÐ,E, với điểm P là tâm của đáy 
(chân đường cao). Một mặt phẳng ải qua P và 
cắt các tia SA,,SB,,SC„,SD„,SEQ tương ứng tại 
A,B,C,D,E. Phải chăng 
`. nh 
$A S%BER SC SD SE 


# thay đổi nhưng luôn đi qua P? 


là không đổi khi 





80B, 70C OD, ^3Obs ° 1 ` 2 š » Ỗ 
ĐA OB TỌC TỌD T QE_ b) bền là không đổi khi góc đa diện 
r=l Ệ 
là đều. 


= đc +, +7ac +ổc +, 
và ø¿ +, +7 + ð, + 4„ là không đổi (đpcm). c) Đối với góc đa diện đều có số đo mỗi mặt 
là ọ, điều kiện cần và đủ để 


Œ¿OA, 











Cuối cùng ta đi đến bài toán tổng quát sau. 
Lú 
Bài toán 10. Cho góc đa diện lồi Oxịx¿...x„ ` SA, 
.- ỳ , 8 ÓA, OP 
(n > 3) và một điểm P nằm trong góc đa diện h 
đó. Một mặt phẳng 2 đi qua P cắt Ox, (= l, 
2,...,n) tại A,. Chứng minh rằng : 


2 
1+ ~1)cos““ 
Lái 


là cOS@ = D 
H 


a) Tồn tại các số thực œ, (¡ = ], 2,..., n) Bạn đọc hãy dùng các phương pháp nêu 
trong các bài toán 4, 8, 9 để chứng minh bài 


sao cho 
toán 10. Đặc biệt hoá bài toán 10 ta sẽ có được 


> lon là không đổi 


¡=l : 


nhiều bài toán lí thú và bổ ích. 
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Bài 1 (T6/220). Cho trước số nguyên tố p 
và số nguyên dương z với Ì < a <p - 1. Giả sử 


p-Ì 


A= 2 
k=0 

Chứng minh rằng với mọi ước nguyên tố đ 
của A ta đều có ø — 1 chia hết cho p. 

Bài 2 (T1/221). Tìm số tự nhiên ø lớn nhất 
sao cho số 1995 bằng tổng của ứ số đ\, đ¿,..., đ„ 
trong đó các số ø, (¡ = 1, 2,..., ø) đều là hợp số. 

Bài 3 (T2/222). Cho ø, b, c là ba số hữu tỉ 
thoả mãn : 

abc = Ì 
Số cgệt 22 


a b €C C ạa 


— +—==—+—_+—. 
b? cổ ạt a b c 


Chứng minh rằng ít nhất một trong ba số z, 
b, c là bình phương của một số hữu tỉ. 

Bài 4 (T8/225). Cho dãy số (b„), (n = l1, 2,...) 
được xác định bởi : bị = 0, bạ = 14, bạ = —18 và 
Bạmyi = 7Bạ—¡ — 6b„—; với mọi n 3 3. 

Chứng minh rằng với mọi số nguyên tố p ta 


luôn có b„ chia hết cho p. 


Bài 5 (T2/226). Giải phương trình nghiệm 
nguyên 


4y? =2+Aj199~— x2 —2x. 
Bài 6 (T3/226). Tìm tất cả các số tự nhiên z 
để phương trình 


xT-d x+a+l1=0 


có nghiệm nguyên. 
Bài 7 (T6/226). Chứng minh rằng với mọi số 
tự nhiên ? (n > 2) ta có 


nà] 


bề v© ĐIỂNG Cai 
k=0 
chia hết cho 4” Ì, 
Bài 8 (T1/228). Tìm các số tự nhiên m, n để 


2 
A =3?“ +6"~6 + 4 là số nguyên tố. 


Bài 9 (T3/228). Tìm các nghiệm nguyên 
(x; n) của phương trình 


x®tlr+ 2 +tz+2 =h. 


Bài 10 (T6/228). Cho p là số nguyên tố. 
Chứng minh rằng với mọi số nguyên không 
âm bất kì, tồn tại một đa thức @(x) có hệ số 
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nguyên sao cho /'” là ước chung lớn nhất của tất 
cả các số 
a„ =(p+ D” + Q0) với n= 1, 2, 3,... 

Bài 11 (T1/233). Cho dãy số nguyên 

(a„)(n = 0,1,2,...) thoả mãn 
đua +a„_¡ =2(đ,v¡ +a„) với n= 1,2,... 

Chứng tỏ rằng tồn tại số nguyên M⁄ không 
phụ thuộc vào ø sao cho M + 4a„,¡ a„ là số 
chính phương với mọi ø e Ñ. 

Bài 12 (T1/237). Cho số A có 1997 chữ số 
trong đó có 1996 chữ số 5 và một chữ số khác 5. 
Hỏi A có thể là số chính phương hay không ? 

Bài 13 (T5/239). Cho dãy số (z„), (n = 1,2...) 
được xác định bởi 


đi = Ì, a¿ = 3, dạ.) = (n + 2)a„ — (n + |) ấn —| 
VỚI mỌi øứ > 2. 

Tìm tất cả các giá trị của n để z„ là số chính 
phương. 

Bài 14 (T6/239). Chứng minh rằng nếu một 
cấp số nhân có nø số hạng (nw > 3) là các số tự 
nhiên phân biệt và công bội cũng là một số tự 


nhiên thì tổng của tất cả ø số hạng đó không thể 
là luỹ thừa của 5. 
Bài 15 (T2/240). Giải phương trình nghiệm 
nguyên 
x*y? Sài 8y? = 2xy. 
Bài 16 (T7/240). Xét dãy số hữu tỉ (z„), 
(n = 1, 2,...) thoả mãn 


đ„¿ị¡ =3d7 —2 với mọi n> l. 

Tìm tất cả các số hữu tỉ z¡ để tồn tại các số 
m, n phân biệt sao cho đ„„ = đ„. 

Bài 17 (T7/241). Tìm các số nguyên tố x, y 
thoả mãn phương trình 

tŸ1+I82]+...+[Šx) -1]= y trong đó vế 
trái có x” — 1 số hạng. (kí hiệu [ø] là số nguyên 
lớn nhất không vượt quá 2). 

Bài 18 (T6/242). Giả sử x và y là các số 
nguyên dương sao cho x7+ y? + 6 chia hết cho 


x2+y?+6 
xy 


xy. Chứng minh rằng là lập phương 


của một số tự nhiên. 


ĐẠI SỐ 


Bài 19 (T8/219). Cho các số không âm x, y, 
z thoả mãn điều kiện x + y + z = 1, và n e Ñ. 
Hãy tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
P=x'y+y"z+z”x. 
Bài 20(T3/221). Chứng minh bất đẳng thức 
=ma 5 
bˆ—bc+c2 c?-ca+a? a°-ab+b? 


° 3(ab + bc + ca) 
s a+b+c 


trong đó z, b, c là các số dương. 
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Bài 21 (T8/221). Chứng minh bất đẳng thức 


a?+b? 
a+b 
Bài 22 (T7/222). Giải hệ phương trình 


b?+c? c?+a? 
b+c 


, 3(a2 +b2 +c?) 
a+b+c 








c+a ˆ 


x—3z?x—3z+z” =0 
y-3x?y-3x+xŸ =0 
z—3y2z—3y+yÌ =0. 
Bài 23 (T3/223). Chứng minh bất đẳng thức 
sau với ?> Š : 


1 1 1 
L71<1+zi+tai+teeton <L72, 


Bài 24 (T7/224). Tìm tất cả các đa thức P(+x) 
với các hệ số thực và thoả mãn : 


P(@) =0,PCỞ +) = P}(x) + 1, với mọi x e IR. 


Bài 25 (T7/225). Cho hàm số ọ : R -> Ñ. 


Đặt Ai = {x 6 R, @(+) = x) ; 4¿ = [x € R, 
@(@(+)) = x}. Giả sử A42\A¡ là một tập hợp hữu 


hạn và tồn tại hàm số ƒ : R -> IR thoả mãn 
#ự@œ))= 


ọ(+), với mọi x c ïR. 


Chứng minh rằng số phần tử của 42\ 4; là 
một số nguyên chia hết cho 4. 


Bài 26(T8/226). Cho a, b, c, đ, e, ƒ là sáu số 


thực thoả mãn điều kiện 
ab + bc + cả + de + eƑ = ]. 
Chứng minh rằng 


1 
1 2+bP+c2+d?+e+ƒf7z 





7t 
2 S— 
cos 7 


Bài 27 (T3/227). Hãy tìm các giá trị x, y, Z, f 

để biểu thức 
=œ-y)®+@~z)+Œ~?* +Œ=xŸ 

đạt giá trị nhỏ nhất, trong đó {x, y, Z, } = 
{1930, 1945, 1975, 1995}. 

Bài 28 (T7/227). Cho dãy (4„), (n = 0, 1, 
2,...) được xác định như sau : 
2-3 
——2—'#~+i 
mọi ứ =0, Ì, 2,... 


dạ = =d, (4ƒ — 1ø, + s với 


Tìm số hạng tổng quát đ„. 


Bài 29 (T2/228). Tìm nghiệm dương của hệ 
phương trình 
ÄI vHI x2 — § ới 


: _ „1996 
Xa +Xạ = Xa 


— 1996 
Äjoos † Xiogo6 = *| 


1996 
Xioo6 †XỊ 32 - 





Bài 30 (T7/228). Giải phương trình 


729x! + §\j1—x? =36. 
Bài 31 (T7/230). Giả sử a, b, c là ba số 
dương, n0 e Ñ, n > 2. Chứng minh rằng 


+ TT M1, 
n. lc a+b 


Bài 32 (T7/231). Tìm tất cả các hàm số 
ƒ:R R thoả mãn 











ƒŒx+1)./G)) = 


Bài 33 (T6/232). Tìm tất cả các giá trị của m 
để hệ phương trình 


xÌ—mx— y=0 
y`—my+x=0 


có năm nghiệm. 


y(ƒf(+) +1) với mọi x, y e Ñ. 


Bài 34(T8/232). Xét song ánh ƒ : Ñ —> Ñ, 
chứng minh rằng tồn tại vô số bộ (a, b, c) với đ, 
b,c c Ñ thoả mãn điều kiện ø < b < c và 
2ƒ(b) =f{a) +f{c). 

Bài 35 (T7/233). Cho đa thức 


ƒŒœ)= xt+4x)T—=2x2? =12x+1, 


Hãy tính tổng Š = SN 

¡at (ị ĐŸ 

ở đó n là số nghiệm và x, ( = l,..., n) là các 
nghiệm của đa thức ƒfx). 

Bài 36 (T8/233). Cho ba số thực a, b, c thoả 
mãn điều kiện ø2+b2+c” = 2. Chứng minh 
rằng 

1) la+b+c—abc| <2 

2) laŠ + bŠ + c3 ~3abc| < 2AÍ2. 


Bài 37 (T2/234). Cho các số dương a, Ö, c và 
các số x, y, z thoả mãn điều kiện 


a+b+c=l 
x2+y7+z” =1 
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Chứng minh rằng 
a(x+b) + b(y + c) + c(z + a) < 1. 
Bài 38 (T6/235). Tìm hằng số dương C nhỏ 
nhất sao cho với n số dương bất kì ø\,đ;,..., d„ 


ta đều có 





Bài 39 (T7/235). Tìm giá trị lớn nhất của 
biểu thức 
n5. sẽ 
_ bed+l  cda+l  dab+l abe+l 
với 4,PD,c, đe [O; 1]. 

Bài 40 (T8/235). Cho hai đa thức hệ số thực 
P(x) và Ó(x), trong đó P(x) là đa thức bậc ba tuỳ 
ý, (4) là tam thức bậc hai không có nghiệm 
thực. Chứng minh rằng nếu đồ thị hàm số 
_ P() 

@œ) 
nó nằm trên một đường thẳng. 

Bài 41 (T3/236). Cho 2n số z,đ¿,...,đ 


b„,....b,„ thoả mãn : 


có ba điểm uốn thì ba điểm uốn của 





3 


hị Ũ 


n? 


l) ai Sứ; <...< d, 


2) b,>0, Œ=1,2,...,n) 


Đặtm= min (a, —đ,;a}, M = max[b,}. 
1<i<j<n 1<i<n 


Chứng minh rằng 
M(aibi + ayb; +... + a„b,) 


„HH 
> sứ +bọ +...+b„ 2, 


Bài 42 (T6/238). Cho dãy số thực (+x„), 
(n = ], 2,...) được xác định như sau : 


4 


H 





XI=2;X„z¿)= với mọi ứ > Ì. 


H" 
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Chứng minh rằng 
1 
5 <Xn¿; 


Bài 43 (T7/238). Hãy xác định tất cả các bộ 
ba số thực (ø, b, c) sao cho hàm số 


¡<2 với mọi ø> l. 


ƒŒœ)= dax +bx +cx+l có tính chất 


|[ƒ@)| < 1 với mọi x e [—1; 1]. 
Bài 44 (T7/239). Cho 0 < a, b, c, đ < 1. 
Chứng minh rằng 
An 
bcảd+2_ cda+2_ dab+2 


1 
si. S6: 2 ——— 
PS DI TP.IEE/S 


45 (T8/239). Biết 


2000 1999 “ 
x)=x + ax +... + /ioggX + đoọp CÓ 








Bài rằng đa thức 
2000 nghiệm thực khác nhau và z¡oos = 1995, 
điso; = 1997. Chứng minh rằng |zss¿| > 1996. 
Bài 46 (T6/240). Cho số nguyên dương ø. 
Chứng minh rằng 
1 1 1 1 


2 +; + mài 
Clọog Cloo,„ 





“1905: 








1 
Cloo; 
Bài 47(T2/241). Cho ba số thực không âm x, 
1997 # ¡ v0Ái # „1! =3. Tìm giá 
Ỹ 


trị lớn nhất của biểu thức F = xŸ + yỶ + zỶ. 


y, z thoả mãn x 


Bài 48 (T8/241). Cho x;,x;,...x„ là n số 


thực thuộc đoạn [0 ; 1]. Chứng minh rằng 


s4: 3(1<x )#desjs l3] 


trong đó kí hiệu [z] chỉ số nguyên lớn nhất 
không vượt quá a. 


GIẢI TÍCH 


Bài 49 (T6/219). Dãy số (z„), (n = I1, 2,...) 
được xác định như sau : 


mm. 
mài = đụ Ð TC với mọi ø > Ì. 
4 


† 


ai =l;a 


Tìm tất cả các số thực œ sao cho dãy số (u„), 
ø 
(i=1,2,..) xác định bởi w„ = ¬ (với mọi ø > 1) 
là hội tụ và giới hạn của nó khác không. 
Bài 50 (T7/221). Cho các dãy (a„) và (bạ), 


n c Ñ* được xác định như sau : 





n{l + n) sâu n(1+n”) 


đa, =Ì+ PP 
l+n 


" 


1+” 
với mỌi n € Ñ* ; 
=. 
bụạ = E là với mọi n c Ñ*. 
n+] 


Tìm lim b,. 
!n>+©® 


Bài 51 (T6/225). Chứng minh rằng với mỗi 
số nguyên dương ø cho trước thì phương trình 


x2mrl =x+1 


có đúng một nghiệm thực. Gọi nghiệm ấy là x„. 
Hãy tìm lim x„ khi ø dần tới +œ. 
Bài 52 (T7/226). Cho phương trình 
x?~x"+3x!~3x?+1=0. 


a) Chứng minh rằng phương trình trên có 
đúng một nghiệm số thực. 


b) Đặt xị = 1 và 


ha 
( =>; ) 13 
=. 3 
Xm+i C Vu + 


với mọi n  Ñ*. Chứng minh rằng dãy số (x„) 


có giới hạn khi n —> +œ và khi đặt xạ = -limx„ 


thì xọ là nghiệm số thực nói trên. 


c) Dùng máy tính bỏ túi hãy tính gần đúng 
nghiệm số thực nói trên đến hai chữ số thập 
phân. 


ki 3 
Bài 53 (T8/228). Giả sử sS„ =I ñ) 


PHI 
trong đó 
mì _ mứm-—]Ì)..(m—s+]) 
#9). 12s 
Tìm lim 3S. 
>+œ 


Bài 54 (Tó6/229). Cho dãy số (x„), (n = 1, 
2 


#† 


2 
với mọi z > 1. Chứng minh rằng dãy số (x„) hội 


2,...) thoả mãn l < xị < 2 và x„„ị¡ = Ì + x„ — 


tụ và tìm giới hạn của nó khi n —> +œ. 

Bài 55 (T7/229). Cho hàm số ƒf+) liên tục 
trên [Ô ; 1], có đạo hàm trong (0 ; 1) và ƒ{O) = 
#1) =0. Chứng minh rằng tồn tại một số c e (0; 1) 
sao cho f{c) = 1996ƒ'(x). 

Hỏi kết luận của bài toán có thay đổi không 
nếu ƒ#Ó) = ƒ(I) = m, với m là số thực khác 0 cho 
trước ? 

Bài 56 (T8/230). Tìm tất cả các 
hàm sốƒ:R > IR thoả mãn điều kiện 
|[/Œœ)~ƒ@0|<5(x-4)” với mọi ạ e Q, mọi 
xeR. 

Bài 57 (T6/233). Cho m là số thực dương. 
Với mỗi ø nguyên dương, dãy số thực (a„,), 
(=0, 1,..., n) được xác định như sau : 


đ„o = la =a h i 
n,0 ; n7+| DN¡ mn : 


với /=0, l,...,m— Ï. 
l) Chứng minh rằng nếu m < I thì 
đ„ạ> ÝJn+l với mọi n € Ñ*, 


2) Giả sử n > 1. Chứng minh rằng 


” 2z Ũ 
A) đ„„< ———~ Với mọi n e Ñ* ; 
mm] : 
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b) lim ø 
¡~>+œ 


: nn mằ—1" 


Bài 58 (T6/236). Cho dãy (z„), (n = I, 2,...) 
thoả mãn : 

3 2 

— —2 

Œ =đ;đuy¡ = 
34¿ — 4a, —] 
với mọi ứ c Ñ*, 

Chứng minh rằng, nếu |¿| > 2 thì dãy (z„) 
hội tụ và tính giới hạn của dãy khi n —> +œ. 


Bài 59 (T6/241). Cho dãy số (b„), (n = l, 
2,...) được xác định bởi : 


1 1 ai 
bị = Pu =š|5 + b; tà] 


với mọi ứ > Ì. 


Chứng minh rằng dãy (b„) là dấy hội tụ và 


tìm lim ð5„. 
„¡„->+œ 


HÌNH HỌC PHẲNG 


Bài 60 (T9/219). Tìm trong tam giác ABC 
vở BC CA AB 
một điểm M sao cho “ma tp tuc 
đạt giá trị nhỏ nhất, trong đó MA', MB' và MC' 
theo thứ tự là khoảng cách từ M đến các cạnh 
BC, CA và AB của tam giác. 

Bài 61 (T9/221). Giả sử Ó là một điểm nằm 
trong tam giác ABC. Các đường thẳng ÓA, ÓB, 
ÓC cắt các cạnh BC, CA, AB theo thứ tự ở A', 
B', C'. Tìm tập hợp những điểm Ó sao cho : 


2 2 3ƒ. <9 v2 2 2 
SØAC' † Š0gA' + Sộcg' = Sogc' + S0cA' † S0ap' 


trong đó kí hiệu Sxpc là diện tích của tam 
giác ABC. 

Bài 62 (T5/224). Cho hai hình chữ nhật có 
chu vi bằng nhau. Một hình có các cạnh được tô 
màu đỏ ; hình kia có các cạnh được tô màu 
xanh. Người ta chồng hai hình chữ nhật lên 
nhau sao cho phần giao của chúng là một hình 
bát giác. Chứng minh rằng hình bát giác có tính 
chất : tổng độ dài bốn cạnh màu đỏ bằng tổng 
độ dài bốn cạnh màu xanh. 

Bài 63 (T9/224). Gọi az, b, c là độ dài các 
cạnh BC, CA, AB của một tam giác ABC ; R và r 
theo thứ tự là bán kính các đường tròn ngoại 
tiếp và nội tiếp của tam giác. Chứng minh bất 
đẳng thức 
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2 `... 
r (a-b°+(Œ-©°+( Ta 1 
16R? 


Bài 64 (T10/225). Trong mặt phẳng cho ngũ 
giác đều 4j4;4;4¿4; có cạnh bằng z và một 


2Í 


đường thẳng A. Gọi Mì, Mỹ, My, Mạ, Ms tương 
ứng là hình chiếu vuông góc của các đỉnh Á¡, 
Áa, Ax, A¿ và Ás trên A. Chứng minh hệ thức 


sẻ 
2” 
Bài 65 (T10/226). Gọi ñ„,h„,h„ và I„,l„,L, 
theo thứ tự là độ dài các đường cao và các 
đường phân giác ứng với các cạnh có độ dài a, 
b, c của một tam giác và bán kính các đường 
tròn nội và ngoại tiếp tam giác tương ứng là r 
và R. Chứng minh rằng 
h hạ hạ 2r 
_đ 1+0 ¡_C >33|— 
RAO Tệko) Kho 2l co 
Bài 66 (T10/227). Sử dụng vectơ, hãy chứng 
minh rằng, đường tròn Euler của một tam giác 
(đường tròn đi qua ba trung điểm của ba cạnh 
tam giác) thì tiếp xúc trong với đường tròn nội 
tiếp tam giác đó. 
Bài 67 (T5/230). Cho điểm A cố định trên 
đường tròn (Ó) tâm Ó, bán kính . Lấy một 
điểm Mí nào đó trên đường tròn (Ó), tiếp tuyến 


M,M}+M,M?+M;M{ +M,M? +M;MỸ = 


với đường tròn tại Ä⁄ cắt tiếp tuyến tại A ở điểm 
P. Xét đường tròn (Ó¡) tâm Ó¡ đi qua ÄM và tiếp 
xúc với ÁP tại P. Chứng minh rằng khi điểm M 
di chuyển trên đường tròn (Ó) thì các đường 
tròn (,) luôn tiếp xúc với một đường tròn 
cố định. 

Bài 68 (T4/232). Cho tam giác ABC nội tiếp 
đường tròn (Ø), gọi M là trung điểm của ĐC. 
Trên đường thẳng BC lấy hai điểm 7, 7 đối xứng 
với nhau qua M. Gọi E, Ƒ lần lượt là giao điểm 
thứ hai của A!, A7 với đường tròn (Ó) và Ủ là 
trung điểm của EF. Tìm quỹ tích điểm H khi 7, 
Ở di động trên đường thẳng BC. 

Bài 69 (T9/232). Cho bốn điểm A, (¡ = 1, 2, 
3, 4) cùng nằm trên một đường tròn (Ó). Gọi 
(T;) là tam giác xác định bởi ba trong bốn điểm 
trên, trừ điểm A,. Chứng minh rằng bốn đường 
tròn Euler của bốn tam giác (T,) và bốn đường 
thẳng Simson của các điểm A, đối với bốn tam 
giác (T,) cùng đi qua một điểm. 

Bài 70 (T9/233). Gọi z, b, c là độ đài các 
cạnh của một tam giác có diện tích § ; các 
đường cao và trung tuyến tương ứng với các 
đỉnh A, B, C là hụ, hụ, h„ và mụ, mụ, mụ. Chứng 
minh rằng : 

1 a+b+c>2427.JS 

2) h„m‡ + hụmỆ + h„mˆ > 94/352 „V5. 

Bài 71 (T5/234). Giả sử Ä⁄ là điểm bất kì 
nằm trong tam giác ABC. Chứng minh rằng : 

MA.BC + MB.CA + MC.AB 
< 2max{AB.AC, BC.BA,CA.CB). 

Bài 72 (T9/235). Giả sử M là một điểm bất 
kì nằm trong mặt phẳng của một tam giác ABC. 
Gọi x, y, z là khoảng cách từ M đến các đỉnh và 
p. q4, r là khoảng cách từ Ä⁄ đến các cạnh của 
tam giác. 


a) Nếu ABC là tam giác đều, chứng minh 
rằng 


x? +y? J2 4(p +ự7 +r?). 


b) Nếu ABC là tam giác không đều thì tìm 

được điểm M sao cho 
x? +y? +z7> 4(p? +7 Xà#”Ÿ, 

Bài 73 (T9/236). Cho tam giác ABC nội tiếp 
đường tròn (Ó) và ngoại tiếp đường tròn bán 
kính z. Gọi Ø\, Ñị ; Ø¿, R; ; Ó¿, R; theo thứ tự 
là tâm và bán kính các đường tròn tiếp xúc 
ngoài với (Ó), đồng thời tiếp xúc với các cặp tia 
AB, AC ; BC, BA ; CA, CB tương ứng. Chứng 
minh rằng 

Rị + Ñ; + Ry > 127. 

Bài 74 (T4/237). Giả sử AA', BB', CC' là các 
đường phân giác trong của tam giác ABC. Gọi L 
là giao điểm của AA' và #C"', K là giao điểm của 
CC' và A'B'. Chứng minh rằng B#' là phân giác 
của góc KBL. 

Bài 75 (T5/238). Cho tam giác ABC với 
điểm M nằm trên cạnh 8C ; N nằm trên cạnh 
AC ; P nằm trên cạnh AB. Gọi A, Bị, C¡ là các 
trung điểm tương ứng của AM, BN, CP. Chứng 
minh rằng tỉ số diện tích của tam giác ABC; là 
tam giác MNP không phụ thuộc vào vị trí các 
điểm M, N,P. 

Bài 76 (T5/239). Cho nửa đường tròn đường 
kính AB, bán kính R. Lấy điểm C nào đó (khác 
A, B) trên nửa đường tròn đó. Hạ CH vuông góc 
với AB. Gọi Ó¡ và Ó; theo thứ tự là tâm các 
đường tròn nội tiếp tam giác AHC và BHC. Tìm 
vị trí của điểm Œ để đoạn Ó¡Ó; có độ dài lớn 
nhất và tính độ dài lớn nhất đó theo Ẩ. 

Bài 77 (T9/240). Gọi r và Ẩ theo thứ tự là 
bán kính đường tròn nội tiếp và đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC và độ dài các cạnh tam 
giác là a, b, c. Chứng minh rằng 

4° +bP +c” <§8R +4r?, 

Bài 78 (T10/240). Trong mặt phẳng toạ độ 

Oxy cho elip (E) có phương trình 
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.2 2 
X 


ca yở 
Ỹ m =l,vớia>b>0. 


q 

Một dây cung MN của elip thay đổi sao cho 
MON =900. 

1) Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 
điện tích tam giác OMN. 

2) Tìm quỹ tích hình chiếu vuông góc H của 
điểm Ó trên dây cung MN. 

Bài 79 (T5/241). Cho tam giác ABC với Mí là 
trung điểm cạnh BC và BC = a. Chứng minh 
rằng nếu r, r¡, r; theo thứ tự là bán kính đường 
tròn nội tiếp tam giác ABC, ABM, ACM thì 


Bài 80 (T9/241). Chứng minh rằng trong 
tam giác nhọn ABC, ta có bất đẳng thức 


sin Asin 8 + sin Bsin C + sin C sin Á 


> (1+^A2cos Acos Bcos€)Ÿ. 


Bài S1 (T8/242). Trong tam giác ABC có 


một góc không nhỏ hơn “ Chứng minh rằng 


A B C 
—— =— an 
tan 2 + tan 7 ‡ tan - 3 4 NŠ; 


HÌNH HỌC KHÔNG GIAN 


Bài 82 (T10/219). Gọi § là diện tích toàn 
phần của một tứ diện gần đều ABC?D có độ dài 
các cạnh là 8C = DA = a, CA = DB = b và AB = 
DC = c. Chứng minh bất đẳng thức 

l | | 9s 


+ + <==. 
2p2 `` g2 





Đẳng thức xảy ra khi nào ? 
Bài 83 (T10/222). Giả sử Ó là một điểm bất 
kì ở bên trong của một tứ diện ABCĐ. Gọi Á¡, 
Bị, C¡ và Dị theo thứ tự là hình chiếu của Ó 
trên các mặt phẳng (BCD), (CDA), (DAB) và 
(ABC) sao cho 
OÁi +OB) +ÓCi +ØD\ =0, 
Chứng minh rằng 
ÓA, +OB, + ÓC +ODI <4r 
trong đó r là bán kính mặt cầu nội tiếp tứ diện. 
Bài 84 (T9/223). Mặt phẳng (P) quay xung 
quanh đường cao SỞ của một hình chóp ngũ 
giác đều S.A,4;4;A,4; và cắt các mặt phẳng 
(SAILA¿), (SA¿24:), (S444), (S444;), (S4;Ai) 
tương ứng theo các giao tuyến SM,(= 1, 2, 3, 
4, 5). Gọi œ, là các góc tạo bởi SM, Œ = l1, 2, 3, 
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4, 5) với mặt phẳng đáy (A¡4sA;4¿As). Chứng 
minh rằng đại lượng 


5 
T= 3 tan” œ, 
/=l 


có giá trị không đổi. Tổng quát hoá bài toán trên. 

Bài §5 (T10/223). Cho tứ diện ABCD với 
các đường cao đồng quy tại trực tâm H. Các 
đường cao AAg.BBạ,CCạ và DDạ kéo dài cắt 
mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ở các điểm tương ứng 
A,B,C' và D'. Chứng minh rằng nếu 
AạA' = BạB' = CạC'= DạP`' thì ABCD là một 
tứ diện đều. 

Bài 86 (T10/224). Tứ diện đều ABCD có 
tâm là § và độ dài các cạnh bằng 2. Gọi A', , 
€' và D' theo thứ tự là hình chiếu của các đỉnh 
A,B, C và D trên đường thẳng A nào đó đi qua S. 
Tìm tất cả các vị trí của đường thẳng A sao cho tổng 
SA'“+ SB'“+ $%C “+ SD'“ đạt giá trị lớn nhất. 

Bài 87 (T9/225). Cho hai đường thẳng x, y 
chéo nhau cố định. Lấy hai điểm M, N nào đó 
trên x và hai điểm P, @ nào đó trên y sao cho 
MN = a và PQ = b, trong đó a, b là các độ dài 
cho trước. 





Hãy xác định vị trí của M, N, P, Q để 
bán kính hình cầu nội tiếp tứ diện MNPO là 
lớn nhất. 

Bài 88§ (T9/226). Gọi G là trọng tâm mặt 
(ABC) của tứ diện ABCD và M là một điểm bất 
kì thuộc miền tam giác ABC. Đường thẳng qua 
M song song với DG cất các mặt phẳng DöC, 
DCA và DAB theo thứ tự ở A', ' và C'. 

Chứng minh rằng 

ĐA+DB+DC`> 30M. 

Bài 89 (T9/227). Cho tứ diện ABC vuông ở 
O, có chiều cao ÓH = h và độ dài các cạnh của 
tam diện vuông là ÓA = a, ÓB = b, ÓC = c. 
Chứng minh rằng 

acot Á + bcot B +c cot C > 3h 


trong đó cot4, cotB và cotC là cotang các góc 
của tam giác ABC. 

Bài 90 (T10/228). Hình chóp S.ABC có tổng 
các mặt (góc ở đỉnh) của tam diện đỉnh § bằng 
1807 và các cạnh bên S4 = ŠB = §C = 1. Chứng 
minh rằng diện tích toàn phần của hình chóp 
này không lớn hơn 13. 

Bài 91 (T10/229). Gọi G là trọng tâm của tứ 
điện ABCD, nội tiếp mặt cầu (Ó). Các đường 
thắng AG, 8G, CG và DG cắt lại (Ó) theo thứ tự 
ở Ai.B,,C¡ và D,. Chứng minh rằng 

GA +GB¡ + GC +GD¡ > GA + GB + GC + ŒD. 

Bài 92 (T10/230). Giả sử ÄM⁄ là một điểm 
nằm trên đường thẳng chứa đường chéo ÁB' của 
mặt bên ABEA' của một hình hộp xiên 
ABCD.A'BC'D' và MA = kMB (k #0). Gọi N và 
P là các điểm lần lượt nằm trên các đường thắng 
BC' và CD' sao cho NB = xNC', PC = yPD'. 

a) Hãy xác định x và y theo & để ba điểm M, 
N và P thẳng hàng. 

b) Từ đó suy ra có vô số đường thẳng cắt cả 
bốn đường thẳng AE, BC, CD' và DA', đồng 
thời bốn giao điểm này lập thành một hàng 
điểm điều hoà. 


Bài 93 (T10/231). Gọi diện tích các mặt đối 
diện với các đỉnh A, 8, C, D của một tứ diện 
ABCD theo thứ tự là $„,5,,S.,S„. Chứng 
minh rằng S„.JA + S„.JB + S„./C + S„.JD = 0 
trong đó / là tâm hình cầu nội tiếp tứ diện ABC?D. 

Bài 94 (T10/232). Trong không gian cho ba 
tia Ox, Óy, Óz và ba điểm A, B, C cố định 
(không trùng với điểm O@) lần lượt nằm trên ba 
tia đó. 

Giả sử dãy (đ„), (n = 1, 2,...) là một cấp số 
cộng có z¡ > 0, công sai đ > 0. Với mỗi số 
nguyên dương ø trên Óx, Óy, Óz theo thứ tự lấy 
các điểm A„, B„, C„ sao cho ÓA = a„ ÓA„ ; ÓB 
=a„,,iOB, ; ÓC = a„,ÓC,, 

Chứng minh rằng : 

1) Các đường thẳng A„B„ luôn đi qua một 
điểm cố định. Gọi ba điểm cố định mà họ các 
đường thẳng A„B„, B„C„, C„A„ đi qua là 7, J, K. 

2) Ba điểm 7, 7, K thẳng hàng. 

Bài 95 (T10/235). Giả sử ÄM⁄ là một điểm 
thuộc mặt (BCD) của tứ diện ABCD. Một mặt 
phẳng bất kì cắt các cạnh AB, AC, AD và 
đoạn AM theo thứ tự ở 8, C', DÐ' và M'. Chứng 
minh rằng 
AM +AM <max{AB + AB, AC +AC, AD +AD. 

Bài 96 (T10/236). Giả sử Ó là một điểm 
trong tứ diện ABCD sao cho 
BỌC = DOA, COA =DOB và AOB = DỌC. 
Chứng minh rằng với mọi điểm M trong không 
gian ta có 
MA + MB + MC + MD >OA +OB+OC +OD. 

Bài 97 (T3/239) 


Chứng minh rằng có thể dùng 8 màu để tô 
tất cả các đỉnh của hai con xúc xắc sao cho hai 
điều kiện sau đây đồng thời thoả mãn. 


nằm 


1) Trong mỗi con xúc xắc, không có hai đỉnh 
nào được tô cùng màu. 
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2) Tổng số màu của các đỉnh ở hai mặt bất kì 
(một mặt thuộc xúc xắc này, một mặt thuộc xúc 
xắc kia) không vượt quá 6. 

Bài 98 (T10/239). Tìm điều kiện cần và đủ 
của hình hộp ABCDAPBCPĐD' để các hình 
cầu nội tiếp hai tứ diện ASZŒCD' và ABC có 
cùng tâm. 

Bài 99 (T10/241). Giả sử M, N, P là ba điểm 
theo thứ tự lấy trên các cạnh SA, S8, SC của tứ 
diện SABC. Gọi 7 là giao điểm của ba mặt phẳng 
(BCM), (CAN), (ABP), J là giao điểm của ba 
mặt phẳng (ANP), (BPM), (CMN). Chứng minh 
rằng ba điểm Š, 7, J thẳng hàng và 
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sử =l+ bón + BIÊ) + . 
JI MA NB PC 
Bài 100 (T10/242). Cho tứ diện đều ABC?D. 
Giả sử M là một điểm nào đó trong miền tam 
giác ABC. Gọi A', 8 và C' là hình chiếu vuông 
góc của Mí lần lượt trên các mặt (BCD), (CDA) 
và (DAB). Chứng minh rằng khi M di chuyển 
trong miền tam giác ABC thì trọng tâm Ở của 
tam giác A'BŒ' di chuyển trong một miền tam 
giác A¡B¡C¡ nằm trong tứ điện và song song với 
đáy ABC. 





Phần 710 0(eiic/\ 


SỐ HỌC 


Bài 1 (T6/220). 
Cách 1. 
aP? —] 
a—]l” 


Giả sử ø là ước nguyên tố của A. Khi đó 


Ta có Á = 





đ” = I (mod) (1) 

Theo định lí nhỏ Fermai thì ¿“ ” = 1 (mod¿) (2) 

Gọi ở là số nguyên dương bé nhất để 

2ˆ“ =1 (mod). 

Nếu ø là số nguyên dương mà ¿” = I (modz) 
thì m : h. Thật vậy nếu m = hí + s, 0 < s< h thì 
°= a” = 1 (mod¿), trái với cách giới h. Từ 
p:h 
(4—1):h 


q 


lI 


điều này và (]), (2) ta suy ra | 


Bài toán được chứng minh nếu ta chỉ ra p = ñ. 
Thật vậy vì p là số nguyên tố mà p : h nên p = Ö 
hoặc h = 1. 

Nếu ñ = l suy ra ¿z = l (mod¿). Từ cách xác 
định A suy ra A = p (mod¿). Mà A = 0 (modz) 
nên p = g = a — ] chia hết cho p. Điều này 
không xảy ra vì a— l <p. 

Cách 2. 

Trước hết cần chứng minh rằng với ø > Ì thì 

(2”—1,a"—1)= a9 — 1, 

Áp dụng điều này ta có 

(4° — 1, dự be 1) =a?4—)) _ 1, 
Từ (1) và (2) suy ra 


atP4=Ð =1 (mod). 


Nếu (4 — 1, p) = 1 thì z = 1 (moda). Lí luận 
như ở cách I ta thấy điều này không xảy ra. 
Vậy (4 — 1,p) = p hay ạ— I chia hết cho p. 

Bài 2 (T221). 

Ta có ai +; +... + a„ = 1995 nên trong các 
SỐ đ, (¡ = l, 2,..., 0) phải có ít nhất một số lẻ, giả 
sử là a„. Các số còn lại là hợp số, do đó ø; > 4 
Œ= 1, 2,..., mm — l) còn z„ là hợp số lẻ, do đó 
„>9. Vậy 


1995 =ai +a¿ +... + a„ > 4(n — 1)+ 9 


= 1995 > 4n +5 =en < ĐỨC <498 


=n<497. 
Với n = 497 ta thấy 
1995=4+...+4+6+9. 
trong đó có 495 số hạng bằng 4. 





Vậy z lớn nhất là 497. 

Bài 3 (T2/222) 

Cách 1. Đặt x=-~—, y= “n z=-= tađược 

b C L2) 

1= 

>© L1 
x+y+z=—+-+— 

v4 

Pa q) 

x+y+z=xy+yZ+xZ (2) 


Xét tích (x — l)(y — 1) (z — l) = xyz —xy — yzZ 
—XZz+x+y+z— l =0 theo (1) và (2). 

Từ đó suy ra ít nhất một trong ba số x, y, z 
phải bằng I. Nếu x = I thì ø = ð', nếu y = 1 thì 


b=cˆ,nếu z= I thì c = đ”. 
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Cách 2. 





+ = +— 
b° cất a b C 


c© a$c? + b3a? +c?b? =bÌc+cla+a°b (vì 
a°b°c” =abc = Ì) 
 (a?b?c? ~ a°c?)—(bŠa? — aÌb) — 


—(c3bˆ —c?a) + (bÌc — abc) = 0 


- da?cˆ(Ẻ —q)— ba?(b? —)— 


~€°(b?—a)+bc(b —a) =0 


œ 2 —a)[(a°c? - ba”) — (cŠ — be)] =0 

© (b? =a)(c? —b)(a” -c) =0. 

Từ đó suy ra ít nhất một trong ba số a, b, c 
phải là bình phương của một số hữu tỉ. 

Bài 4 (T8/225) 

Từ hệ thức xác định dãy (b„) ta có phương 
trình xÌ-7x+6 = 0 (1) là phương trình đặc 
trưng của dãy số đó. 

Dễ thấy (1) có ba nghiệm là : x= 1, x = 2 và 
x=-~3. Từ đó suy ra : b„= a.l” +b.2" +c.(-3)” 
(2) với mọi ø > 1. Lần lượt cho øò = 1, 2, 3 từ (2) 
và giả thiết của bài ra ta được 

a+2b—3c =0 
a+ 4b +9c = 14 
a+b— 27c = —18 


Vậy b„ =1+2”+(-—3)” với mọi n > 1 3) 


©a=b=C=I. 


Với p là số nguyên tố, theo định lí nhỏ 
Fermat, ta có 2” = 2(modp) và (-3 = 
(-3Xmod;). Vì vậy, từ 3) ta được b, =(l +2 —3) 
(modp) với mọi số nguyên tố p hay b„ : p với 
mọi số nguyên tố ?. 

* Gh¡ chú. Có thể chứng minh rằng b„ chia 
hết cho với mọi n thoả mãn (n, 6) = Ì. 

Bài 5 (T2/226) 

Cách 1. 

Do x e Z nên điều kiện để bài toán có nghĩa 


là & + I)Ÿ<200, suy ra —15 <x< 13 q) 
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Ta có 


4y? =2+199- x2? ~2x =2++J200—(x+ ĐỂ. 
Từ đó vì y là số nguyên nên 
_ sơ? ¬—-~- <4. 


Suy ra y = l hoặc y? =4. 


e Nếu yˆ= 1 ta có 4= 2+ V199 — x2 —2x 


4= 199 ~ x”°— 2x 
©xˆ+2vx— 195 =0 
<©S=(x- 13)Œœ%x+15)=0 


<©x= 13,x= - l5 (thoả mãn (1)). 


e Nếu yˆ = 4ta có 16= 2+ 199 ~ x2 ~2x 

© 196 = 199 ~ x” — 2x 

©x7+2x-3=0 

©(Œ6x-1)œ+3)=0 

S©>x=.l,x =—3 (thoả mãn (1)). 

Thử lại ta được các nghiệm của phương trình 
l:@;3)=(š25L:-2) (3:2). 32) 
(13; 1), (13; ~1), —15; 1),(—15;—1). 

Cách 2. 


4y? =2+xl199— x2? —2x 
2 2 
© 4y? =2++j200 - (x + LẺ. 


Để phương trình có nghiệm nguyên thì biểu 
thức trong căn phải là số chính phương. 

Phân tích 200 thành tổng hai số chính 
phương, ta chỉ có 


ị 


^J200—(x+1)? = x0? +102-(x+1) = 
= 422 +142 -(x+ 1. 


Khi đó phải có : hoặc (x + 1)” = 10” hoặc 
Œœ + L= 2? hoặc œ + LJ” = 14”. 


e Nếu Œ + Ÿ= 1Œ thì 4y” =2 + 10 = y =3 
phương trình này không có nghiệm nguyên 


e Nếu (x+ l)ˆ=22© x+l=+2<€>x=l 


hoặc x = ~3 (1) 
từ đó có : 4y“=2 + 14 

œy=‡2 (2) 

« Nếu & + 1Š = 142 ©x+l=+14«© 

x= l3 hoặc x = —l5 3) 

từ đó có:4yˆ=2+2e©y=+ l (4) 


Từ (1), (2), (3) (4), thử lại thấy phương trình 
có các cặp nghiệm nguyên (+x ; y) là 


(1;=232,0:2)(3:2),C3:2),(15,~1); 
(13;1),C15;-—l),(-1§; Ù). 

Bài 6 (T3/226) 

Cách ï. Để phương trình có nghiệm nguyên 
điều kiện là A = aˆ ~ 4a — 4 là số chính phương. 

® Với a= 0 hoặc z = ] thì A< 0, 

e Với a = 2 thì A = 2Ÿ thoả mãn, 

® Với a > 3 ta có 

A>(ˆ~ LẺ a!~ 4a— 4> a`°— 2a” + | 

© 24 - 4a — 5 > 0 © 2a(a — 2) > 5 
luôn đúng vì 2ø > 6, aT— 2> 1. 

Dễ thấy A < (z2). Vậy A không là số chính 
phương với a > 3 vì 

(?~ Đ<A< (4Ÿ. 

Kết luận : z = 2 là giá trị duy nhất cần tìm 

lúc đó phương trình 


x-4x+3=0 
có nghiệm nguyên xị = Ì, x; = 3. 
Cách 2. 


Giả sử xị, x¿ là hai nghiệm nguyên của 
phương trình. Theo định lí Viète ta có 


xi+xa=aŸ () 

Xi*ạ=4a+ Ì (2) 
Từ đó @xị — 1)@¿— 1) =—(ø”=øa— 2). (3) 
Vì a e Ñ nên từ (2) có x¡x; > 1, kết hợp với (1) 


* 
thì x;,xạ Ñ suy ra 


13.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


xị> 1,x; >1. Vậy đ”— a—2<0 do (3). 

Từ đó 0 < z < 2. Thử trực tiếp chỉ có a = 2 
thoả mãn yêu cầu bài toán như kết luận ở 
cách 1. 

Bài 7 (T6/226). Ta có 


n-] „—Ï ni] 


20—-È) m] nh 20—k) —_ 2k 
bà CC ¿ = »ứ mg k)C2.1 = »n 
k=0 k=0 k=0 


_ KS— 2k(2n+D! _2n+l1 Sc? 
“120/)012n=2 +". oi 





Mặt khác, ta có 
nằ—] 

(1+0 ”"~-D =2 Ca =4", 
k=0 


Do đó 
—=: 2(i—k) ¬l 2n+l ] 1 
3 Ca 6. TT ha 
k=0 
Từ đó suy ra điều phải chứng minh. 
Bài § (T1/228) 

z 2 —i “ “ 
Để A = 3” ?6"! + 4 là số nguyên tố thì 
3m” +6n—61 >0. 
3m” +6n —61 chia 3 dư 2 


hay 3ˆ +6n —61 =3k+2 (k e Ñ). 


Từ đó A=3!“2 +4=27⁄9+ 4. 

Vì 27 = I (mod 13) nên 27!.9 = 9 (mod 13) 
= A : 13. Vì A là số nguyên tố nên A = 13 => 
3m? +6n - 6l = 2 = 3m°+6n = 63 = 
m2 +2n = 21 = mˆ < 21 và m lẻ nên 

m° = 1 hoặc m” = 9. 

Nếu mm = 1 thì m= 1 =n= 10. 


Nếu m” =9 thì m = 3 —= n= 6. 


Bài 9 (T3/228). Đặt y = +|x + P với y > 0, ta 


có y = = hay x= y -.: Phương trình đã 
cho trở thành 
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l ị l 
SN N NT 


2 
| l 1 
vìy2+y+2=[y+2] nên n=y ty+2. 


Từ đó ta có 


mày (vì y>0). Với này thì ta có y=vn =5 


hay VJx+ 2 =h~5, SUY ra 


hi. 


4 4 
giá trị nguyên của ø thì ø phải là số chính 


n. Để x nguyên với 





X=r+ 


phương, nghĩa là n = † với : e Z. Hơn riữa í z 0 


(vì n # 0 do nó > 0,25). Vậy nghiệm nguyên của 
phương trình đó là : x = ?—t ;]Ị= f trong đó 
là số nguyên khác 0. 

Bài 10 (T6/228) 

Trước hết ta chứng minh 


Bổ đề : Với mọi k e Ñ, k< m thì tôn tại b„ c Z 


sao cho bụ„p” + pY chia hết cho &† 


Chứng mình : Giả sử kì = p”^*M, với 
(M,p) = l. Khi c chạy trong tập 


(0,1,...,M, —1] thì các số {ep””*J lập thành 
một hệ thặng dư đầy đủ (modM,), thành thử tồn 
tại b, € Z sao cho b,p””* = ~1 (modM,) 

© (bịp”*®+1):M, 
© (Œ¿p”+ ph): p*.M,. 
Mặt khác 

--šI|-§}2 

Í= ¡=1 P 

Vậy (Œ¿p” + p*): p”*.M, = kì 
Bồ đề được chứng minh. 
Ta trở về bài toán. 


((xT—])..(x—r+ 1) 


x(x 
¡1 


Kí hiệu ƒ (+) = 
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thì /60={ 


Cj nếu n>¡ 
0 nếu nñ <¡ 

m_Ì - 
Đặt R(x) =—3` ƒ(+)(bịp” + p)). 
¡=0 


Theo bổ đề trên K(x) là đa thức có hệ số 
nguyên. 


Ta có w„ = (p+ 1)” + Rứn) = 
Si Đêm S toop N3, (n)b, 
¡=0 ¡=l 


m—Ì] : h 
=2, ƒp' (modp”) 


¿=1 


lIl 


>_/0p' 
¡=0 


3_ #ứ)p' =0 (mod p”) với mọi n = Ì, 


2c HP 
=(p+l)+K(1)= ep”. 


Ta chứng minh đa thức Ó(x)= R(x)+ p”(1—e) 
là đa thức cần tìm. 


Đặc biệt „ị 


Quả vậy ø„ = (p + D)” + Qứ) =(p+ D)” + 
+ Rứ)+ p”(I—e)= u„ + p”(I—e) chia hết 
cho ø” với mọi ø = 1, 2,... 
mà ø; =(p+l)+ (1) = p+l+Rq)+ 
+ p”(I—-e)= ep” + p”(1— e) chia hết cho p”. 
Do đó p” là ƯCLN của z„ với mọi n = l, 2.... 
Bài 11(T1/233) 
Đặt u„ = „2 — đu.¡ — đ„ với mọi n > Ô. 
Từ điều kiện (1) suy ra ư„ = „„_† + 2đ. 


2 2o. 2 
Mạ =(H„ ¡ +2d„)“ = Hạ ¡ +4, ta, + 4d, 


2 
Mu_ nà + 4(đ„¿¡ — dạ — đụ_|)d„ + 4d; 


—4a,„a„ ¡. Suy ra 


- 
— Hi + 4d„,d„ nh n—]" 


- 2š ý 
Hạ — 4d, d„ = Hạ_ị — 4a„d„ ¡ VỚI mọi n 3 Ì. 


Từ đó 


tạ = 4d, _ (a; ~đi — do Ỷ bư 4aido 

là hằng số. Gọi hằng số đó là M. Khi đó 
M + 4a, ¡d„ = HƑ với mọi n > 0. 

Bài 12 (T1/237). Gọi z là chữ số khác 5 của 
A, ta có tổng các chữ số của A là 1996. 5 + a = 
9980 + a, suy ra số dư trong phép chia của A 
cho 9 là số dư trong phép chia ø + 8 cho 9 (*). 
Nếu A là số chính phương thì Á bằng #”, mà số 
dư trong phép chia cho & cho 9 là 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8 nên số dư trong phép chia của A cho 9 là 
0, 1, 4, 7. Như vậy, từ (*) ta có các giá trị mà 4a 
có thể nhận là ! hoặc 2. Xét các trường hợp : 

1) A có chữ số tận cùng là a. Do A là 
số chính phương nên z¿z = l và Á có dạng 
(10m + lŸ = 100ˆ + 20m + 1, suy ra chữ số 
hàng chục của A là số chắn, khác 5, nên trường 
hợp này không xảy ra. 

2) A có chữ số tận cùng khác z, tức là 5. Suy 
ra A có dạng (10m + 5)” = 100mm + 1) + 25. 
Từ đó ta có ø = 2 và chữ số hàng trăm của A là 
số chắn (vì mựm + 1) chăn), tức là khác 5, mâu 
thuẫn với giả thiết. 

Vậy không thể xảy ra trường hợp A là số 
chính phương. 

Bài 13 (T6/237) 

Ta sẽ giải bài toán khái quát : Cho số 
nguyên p > 2. Cho dãy số (đ„), (n = Ì, 2,...) xác 
định như sau : 

đi = lay = 3,a„2¡ = (n+2)d„ — (n + Ì)đ„ 
VỚI mỌI 0 > 2. 

Hãy tìm tất cả các giá trị của nø để z„ là luỹ 
thừa p của một số tự nhiên. 

Lời giải. Với mỗi n > 2, đặt b„ = dụ —d„ 
Khi đó, từ công thức xác định dãy (2„), ta 
có b„=n.b„¡ với mọi n > 3. Kết hợp với 
bạ = aa — ai = 3— 1 =2! ta được b„ = nÌ với mọi 
n>2. Do đó, với mỗi n > 2 ta có 


" Hi Lì 
dụ, = 3 ta —đ, j)+ai = 3b +H= > 
k=2 k=2 k=l 


„ 

Kết hợp với a¡ = l = I! ta được a„ = 3k1 

k=l 
với mọi ø > () 

e Xét p = 2. Từ (1) ta có a„ = 3 (mod 10) với 
mọi  > 5 nên suy Tả dạ # d2 với mọi n > 5 (vì 
các số chính phương chỉ có thể tận cùng bởi 0, 
1,4, 5, 6, 9). 

Với n = 1, 2, 3, 4, bằng cách thử trực tiếp, ta 
thấy z„ là số chính phương khi và chỉ khi n = I, 
n=3. 

e Xét p > 2. Khi đó, do z„ = 0 (mod 3) với 
mọi ” > 2 (suy ra từ (l)) nên điều kiện cần 
để tồn tại œ e Ñ sao cho a„=? là a„ =0 
(mod 27) hoặc z„ạ = 1. Từ (I) ta có z„ > l với 
mọi n >2, và a„ =dg + Ð &! với mọi ø > 9. 

k=9 
Suy ra đ„= as (mod 27) với mọi + > 0. Mà øg = 
46233 = 1 (mod 27) nên z„ = 1 (mod 27) với 
mọi ø > 8. Như vậy, với mọi ¡ > 8 đều không 


tồn tại ø e Ñ sao cho z„ = aF. 


Với l <n <7, bằng cách thử trực tiếp ta thấy 
chỉ có duy nhất giá trị n = l là giá trị cần tìm. 

* Gñ¡ chú. Bài đã ra là trường hợp đặc biệt 
của Bài toán khái quát, khi p = 2. Theo đó, tất 
cả các giá trị ø thoả mãn yêu cầu của bài toán 
đã ra là n = l và n= 3. 

Bài 14 (T6/239) 

Giả sử có dãy số tự nhiên 


a,qa,....4"!a (4> 1,n>3,a> 1) thoả mãn 
đẳng thức 


lạ = 5, Suy ra 


a+qa+...+g ” 

lig40 4v =9 () 

e Ta thấy ø phải là số lẻ. Thật vậy nếu 
n= 2m thì từ (1) có 


H1 2m _—] — n 
g2 —-=' -[ lu ti: 
q —] q—] 4] 
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Vậy ¿” = I (mođ5) và „” =—l (mod5). Vô lí. 
e Giả sử n = 2m + 1. Từ ¿^”””Ì~1=(—1).% 


SUY Ta g = l (mod5) và ¿ khác 0, —lI (modŠ). 
Nếu ø = +2 (mod5) thì 


q" =+2" =+2.4” =+2(-l)” = +2 (modS). 


Võ lí. Vậy ạ= 1 (mod5). Khi đó 
1+qg+d7+...+đ”=n (mod5). 














Suy ra n = 5k. 

Sk 5_—_ 
#íEá6ó '-[4 ' 

qT—] q4] 

TA: 
(@Ÿ)# !+...+„Š+D=5” do đó Am =4 
Mặt khác 
s 5 
=Í )4:ƒ) =1 

TA 1c. 0-1345 0= Ìj 
q-] q-Ì] 


+ 10( - I” + 10( — 1) + 5 chia hết cho 5 
mà không chia hết cho 25. Vậy z = 1 nên ¿ = 1. 
Vô lí. Bài toán được chứng minh. 


Bài 15 (T2/240) 

x?y? _P -8y? = 2xy. () 
Dễ thấy phương trình có nghiệm x = y = Ö. 
Với x, y đều khác 0 ta có 
@)© yŸG?~7)=(x+yŸ 2) 
Từ (2) suy ra x7 — 7 là bình phương của một 

SỐ nguyên. 

x*~1=a (ae 2) @) 
(3)© xÌ-a” =7 
e (lx|~Ìœl\dx| + lal =7 
= lxl+la| =7, 





xl—la| = 1 

= lxÌ= 4 hay x= +3 4. 

e Thay x = 4 vào (2) ta được 

9%” =@+ 4” =@+ D@-2=0= 
y=-l,y=2. 

e Thay x = ~4 vào (2) được 9y” = (y - 4)” = 
œ-1)w+2)=0=y=l,y=-~2. 
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Vậy phương trình (1) có các nghiệm nguyên : 
(x; y) là (0; 0), (4; —D, 4; 2), 4; D, 4; ~2). 

Bài 16 (T7/240) 

Với mỗi ø > I đặt b„ = 3z„. Khi đó, từ dãy 
(a„) ta có dãy (b„) được xác định bởi 


b 


„ạị¡ = bệ —6 với mọi n> l Œ) 


Bài đã cho trở thành : Tìm tất cả b; c Q mà 
tồn tại m # n sao cho bự = bạ, 

Từ (1) ta có : 
b„ài — bạ = (bự —3)(b„ +2), với mọi n > |. Suy 
ra, nếu |bị| > 3 thì |b| < bạ < bạ <...< b„< bạ¿n 
<... Do đó, nếu || > 3 thì không tồn tại m zZ n 


sao cho b„ = b„. 
Xét |b,| < 3. Nếu bị  Q thì từ (1) dễ thấy 
b„ c Q, với mọi ø > 1. Với mỗi n > 1, viết b„ 


=1 


dưới dạng b„ =. , trong đó , Đụ» € ⁄2 tìn 2 l 


” 
và („„ „) = 1. Khi đó, nếu có zm # n sao cho bạ, = bạ 
thì phải có g„, = 4„ (3). Mặt khác, từ (1) có 

2 2 
b — Đu+1 = Du — Ôq; 


¬= với mọin>l (2) 


đu+1 đa 
Vì (P„.4„) = lInên (Pị —647›4n) =1. Kết 
hợp với (2) và (P„.1›:đ„+1) =1 


52 Ã “+ 2n+l 
đuyi — đạ› dẫn tới dạy = đị tà 


Suy ra 
với mọi ứ > Ì. 


mà] nằ] 
Do đó : 3) © #@ÝŸ  =ự ©„ø =1 


m # n). Như vậy nếu có m # n sao cho b„ = b„ 


thì bị e Z. Suy ra: bị e {0, +1, +2, +3}. 


e Với bị = 0 thì b = -6 = ba = 30 > 3 => 
ba< bạ <... < bụ < b„„¡ < ... nên không tồn tại 
m # n sao cho bự = bạ. 

e Với bị =‡ l thì b¿ =—5 = bạ = 19>3—= 
bạ < bạ <... < bụ < bạ„¡ < ... nên không tồn tại m 
z n sao cho cho b„„ = bạ. 


e Với bị = +2 thì bạ = -2 => bạ = ~2 = bạ. 
Vậy, tóm lại, tất cả bị; e Q cần tìm là 


bị e {+2 ; +3). Và do đó, tất cả các giá trị a¡ c Q 
¬. 2 
cần tìm là : +.2,* l. 


Bài 17 (T7/241). Nhận xét rằng [Ÿ/m] = k 
 kÌ <m<(k+1))—1. 

Số các số nguyên thoả mãn điều kiện 
này là 

(+ -kÌ =3k? +3k + 1. 

Vậy phương trình đã cho tương đương với 

S = y ởđó $% = k4k” + 3k + l). 

k=l 


Vì S%, có cùng tính chắn lẻ với k do đó nếu x 
x-I 
là số nguyên tố lẻ thì 3%, là một số chấn lớn 
k=l 
hơn 2 do vậy không là số nguyên tố. 


Thành thử x = 2 và do đó y = §¡ = 7. 

Bài 18 (T6/242). 

Giả sử x2 + yˆ` +6 = pxy(p e Z*) Œ@) 

Trong tất cả các số nguyên đương (x, y) thoả 
mãn (1), giả sử (xạ,yọ) là cặp số có xọ + yọ bé 


nhất. Không giảm tổng quát giả sử xọ < ÿọ. 


Xét phương trình yŸ — pxạy + x2 +6 =0 (2) 
Ta thấy yọ là nghiệm của (2). Gọi yạ là 
nghiệm còn lại của (2) thì theo định lí Viète có 
h +tờỳy =jxạ (3) 
Ta có (xạ,yạ) thoả mãn (1) do đó yạ < yị. 
e Nếu xạ = yọ thì từ (1) có 
6 
p=2+-;>*ạ=l>p=8. 
*o 
se Nếu yạ = y thì từ (4) ta có 
(yọ — Xo)Öọ + xạ) = 6. 
Điều này không xảy ra vì yạ — xg VÀ Yọạ + Xọ 
cùng tính chắn lẻ mà 6 = 1.6 = 2.3. 


e Nếu xạ < yọ <y¡ thì yọ 3 xọ + l,yị > xọ + 2. 


Từ (4) suy ra xạ + 6 > (xạ + l) Œxọ + 2) = 
4 >3xg — xọ = l > ygyị =7 © yo = lvày¡ =7 
vô lí vì xọ < yụ. 

Tóm lại ta phải có p = 8 = 2Ÿ. 

* Ghi chú. Có vô số cặp số nguyên dương 
(x, y) thoả mãn (1). Chẳng hạn xét dãy (u„) với 
Họ = MỊ = 1, „¿2 = 8u„ vị — u„. Khi đó dễ dàng 


kiểm tra được (w 


Lầu 


u„.¡) thoả mãn (1) với mọi 0. 


ĐẠI SỐ 


Bài 19 (T8/219) 
1) Với n=0 thì P=x+y+z= I. Vậy maxP = I. 
2) Với n= I thì 


PSay+yE+iS 2 E+y+)Ế Cà, 


I 


: l 
Vậy maxP = khix=y=Z= 2- 


3) Xét n > 1. Không giảm tổng quát, có thể 
coi x = max{x, y, z}. 
Do y<xnên y”z < x"yz, 
Do z<x nên z”x<zx" và z"x<z?x"!, 
l 


Mặt khác, vì ø>l nên —=- hay 
n-Ì 
z> 





t2 8à 


" 
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Vậy P=a”y+y”z+z”x 


| “. 


l 
<ux y+a” „+? 'x+~z 


rx" x2 l 


„ „mÌ Đ=ẽ " 
: + z + 
A y Ầ » 2 + 5 


|A 








A 

> 
lu 

-^¬ 
* 
+ 
tạ 

~— 





` 

= 

~ 

+ 

: H 
— 
3N HN 

b< 

lệ 

2Í 
ThS 








lI 
¬ 
VN 

x~Í> 
>x|* 
mx|> 
> 
x|+ 
= 


: A¬- 
(có n — 1 thừa số —) 
" 














x+z „ST. Hà 
(6= + ^+ +y+ 
<.mh|=—_DD-_ IS. đun To: 
n+] 
“ii (xty+z nề, Nà 
(@n+1) "1 _ +1 
Vậy max P = “ 
( TK 
: n 
v+y+z=I >hon TIÌ 
z=0 c<© 1 
Y. X## - _.. 1 NG 
BC HN z=0 
Bài 20 (T3/221) 
Ta có các mẫu thức ở vế trái đều dương, 


5 
chẳng hạn, bŸ - be + c7 = (s-5) + 
hơn nữa, a, b, c đều dương nên đặt A là biểu 
thức ở vế trái của BĐT cần chứng minh và 


$=(œ?+b?+c?}, ta có thể tiến hành biến 








đổi sau đây 
"h zvœ bc+c *az 
2 bc3 +c2 
Bà 
+ (c ca + da)b 


2 2: 
€ =ca+da 





3 
= : >v(ˆ ab + bˆ)c. 
q^ˆ—=ab+b 
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Từ biểu thức này, áp dụng bất đẳng thức 
Bunyakovski, ta có 
s< A(ab? +ực? +bc? +ba? +caˆ+cbŸ —3ab‹) (1) 

S 
<S>Á>———————~~--~——(2) 
ab? +ac? +becˆ +ba? +ca” +cbˆ=3abc 

(Vì ta đã chia hai vế của (1) cho một biểu 
thức dương). 

Ta sẽ chứng minh vế phải của (2) không bé hơn 
a+b+c. Thật vậy, điều đó tương đương với : 

a2+b t+ct+ abc(a +b+c) 

> ab) tac” + be” +ba +ca + cb (3) 

Không làm mất tính tổng quát, giả sử 
a>b >c>0,ta có 

2 2 2 : 

ø“(a—b}“ +(a—b)“(a+b)(b — c) 

+c(c—a)(c—b) >0 

c© a†—2äaŠb + a?b? +a°b—a°c+db? 

-a?bc — 2a?bˆ + 2uˆbc — 2abŠ + 2ab?c 
+ b)a—b?®ac+b*—b3c+c?—c°b—cŠa+c?ab >0 
ca?+bh+c 2+ abc(a + b + c) 
>abŠ +aácŠ + bé) + bạ) + ca” + cb), tức là (3) 
đúng. 

Kết hợp (2) với (3), ta có A >ư + b +, và 
chỉ còn phải chứng minh : 
„ (4° + bc + ca) 

a+b+c ` 


(@ 


a+b+c 


Thật vậy, ta đã biết ø”+b”+c? >ab+bc+ca 
nên (œ+b+c)? >3(ab + be + ca) 
> 0 nên ta có (4), suy ra đpcm. 


Bài 21 (T8/221) 


:mà z+b+c 


dg?+bˆ 
a+b 


b<SÒ sự dư” 2 3(aŸ +bP+ c?) 
b+c a+b+c 





c+tưu 


a?+bP b+c” c?+a 
<© (a+b+c) + + 
a+b b+c 











crư 


< 34?+b2+c?) 


c(2+b2)  b(c2+a?)  a(bˆ+c”) 
a+b c+ư b+c 
< a?+bˆ+c? 


c có CỔ +) Vua _ BÊ + a2) 
a+b c+ta 
E¿ 2 
2 _ a(b +€ ) > 
b+c 


có qc(c ~4) ` bc(c—b)_ ab(b-a) - bc(b-—c} 











a+b a+b c+a c+a 
ab(a=b)  ac(a—c} 
> 
: b+c b+c _ ° 
c_ 4c(c= dì) bc(c —b)Ÿ ab(b - a)? 
(a+b\(b+c) (a+b)\(a+c) (a+cXb+c) 
>0. 


* Ghi chú. Có thể mở rộng và chứng minh 
bất đẳng thức dạng tổng quát : 

Cho a¡, đ¿,..., đ, là các số dương. Đặt 

Ốp =ứp +a¿ +...+d„ ¡ 5a Sử +2 +u2d 


Khi đó 


Bài 22 (T7/222) 
Viết lại hệ đã cho dưới dạng 
xq —3z2) =3z—zÌ 
(0) {y-347)=3x-xŸ 
:q=3y')=3y-yÌ 
Từ đó, dễ thấy, nếu (x, y, z) là kg của hệ 
đã cho thì phải có x,y,z đều khác k- Bởi thế 











nã: 
3z—z) 
= @) 
In. 
0©00jy==E @ 
1— số 
. 
=—; Ñ@ 
1-3y 
TT 
Đặt x = tano, với = 4 
ặt x = tanœ với ø € Í 2 ] (4) 
sao cho tanœ, tan3œ, tan9œ đều khác Su (5) 


Khi đó, từ (2), (3), (1) sẽ có y = tan3œ, 
z =tan9œ và x = tan27œ. Từ đây dễ dàng suy ra 
(x,y, z) là nghiệm của (II) khi và chỉ khi 


x=tanœ, y = tan3œ, z = tan9œ, với œ được xác 
định bởi (4), (5) và tanœ = tan27œ. (@ 
Ta có : (6) © 26œ = kn, k € Z c0 s2, 


ke Z. Vì thế œ thoả đồng thời (4) và (6) khi và 


chỉ khi =- với k nguyên mà : —12 < k < 12. 


Dễ dàng kiểm tra được rằng, tất cả các giá trị œ 
được xác định như vừa nêu đều thoả mãn (5). 

Vậy, tóm lại, hệ phương trình đã cho có tất 
cả 25 nghiệm, đó là : 

(x,y,Z)= (an nen) 

26 26 26 

với k= 0, +1,..., +12. 

Bài 23 (T3/223) 

Với n = 5 thì 


1 1 1 1 206 

—+— +—=_—— >Ì].?71. 
L  H1M-TREPTREETRMIEIj1A 
Xét với n > 5, ta có 

1 l ] 6 7 n1 _ 
Ti m7! BỊ su nà = 
"......... 
TT 7! 8L 8 

ƒ sói D51 1 1 1 
® ng 6L 78 7 Sỹ BEU Vi 
J...... 

(r1) n' 61 mì “ø 

1 l 1 

Vậy l+ 2+ te ĐT 


Ho bài Tuy bi 
2! THÍ” PIN 5! 6! 6! 
- 206 _ 2 _ 204 
_ 120 lãng 120 
Bài toán đã được chứng minh. 
Bài 24 (T7/224) 
Từ các giả thiết của bài toán suy ra P(1) = 
P(0` + 1) = P (0) + 1 = 1. Từ đây, bằng phương 


<l+ 


<1/72. 
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pháp quy nạp theo n, dễ dàng chứng minh được : 

P(x„) = x„, Vn € Ñ (1) ở đây x„ là các số hạng 
(x„) định bởi 

¡=z„+l, Vn eÑ. Dễ thấy x 


it 


của dãy được xác 


Äp =0,x„, 1>y 


Vn c Ñ nên từ (I) suy ra đa thức Ó(x) = P(x) —x 
có vô số nghiệm thực. Do vậy phải có 

@(+) =0Yx e R, hay P(Œ@) =x, Vx e Ñ. 

Ngược lại, dễ thấy đa thức P(x) = x thoả mãn 
tất cả các điều kiện của bài ra. 

Vậy đa thức duy nhất cần tìm là P(x) = x. 

Bài 25(T7/225) 

Kí hiệu : 

J%¿Œœ)= x,fiœ) = ƒŒ) ; /#¡@) = ƒ/G)] 
Với x 6 AÁ¡ thì @(x) = x — 0(0(+)) = x —> x € Á¿. 

Vậy AicC 4¿. 

Với x, y e Ái ; x # y thì U2)) = (+) = x # y 
= 00) = fWU)) => Ñx) # f0). Mặt khác, x e Ai 
—=z= #9) e Ái mà ƒz) = fƒG)) = +) = x. Vậy 
ƒlà hàm I — 1 trên tập hợp A¡. Tương tự, ta cũng 
có ƒ là hàm l — 1 trên tập 4;. Suy ra, ƒ là hàm 
1 — 1 trên tập A = A2\4¡. Từ đó, nếu x e A thì x, 


ƒ©. 0), Ấ(x))) là bốn số thực phân biệt 
thuộc A. Thật vậy, 


x€A= #(Œz)=x. Nếucó0<¡,/<3;¡z7 để 
4Œ) = ƒ@œ) thì (+) = x =+x€ A¡, mâu thuẫn. 
Đặt M(+) = {x, ƒ(3), ƒ;(*), 5(x)} e A 
MỌ)= ty.,ƒG),»O),§O)] e A 
Nếu ƒ(y)c M(+) với ¡ e {0, 1, 2, 3} nào đó 
(do ƒlà hàm 1 — 1) thì ta viết 
MỢ) = [O0 f2), 0220) } = MO, 


Như vậy, A là hợp của một số hữu hạn tập 
M(x) rời nhau, do vậy A : 4. 


Bài 26(T8/226) 


Với mọi tham số œ, > 0, ¡ = 1, 2, 3, 4, 5 ta có 
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aia? + bộ > 2ab 
Ối 


øzb? + ¬ > 2bc 
2 


aạc” + củ? >2cd 
G; 


ad? + _° >2de 
4 


aze” + - #2 >2z. 
ữs 


Từ đó suy ra 


> 2(ab + bc + cả + de + eƒf)= 2. q) 


sinŒ +) 
Đặt ø =———E,¡ = 1,2,3, 4, 5. 
". 
sin— 
7 
Khi đó dễ dàng chứng minh được rằng 


“ ac +5 Tao “26057 (2) 
Từ (1) và (2) cho ta đpcm. 
Bài 27 (T3/227) 
Ta có 
A=2ŒG2+y?+z?+/?)—2(x+z)(y +). 
Vì x?+y? +z? +” là không đổi nên ta cần 

tìm giá trị lớn nhất của B = (x + z)(y + ?). 

Đặt a = x+z,b = y+t. 
Ta có z+b=x+y+z+/ = 7845 không 


đổi và 4ab = (a + b)” ~(a— b)” = 
2 
{= (a+BŸ 4| 2® -a) 


= 78452 ~ 4(a — 3922,5)'. 





Suy ra ab lớn nhất khi a gần 3922,5 nhất tức 
là A nhỏ nhất khi x + z gần 3922,5 nhất. 

Trong tập (1930, 1945, 1975, 1995} có 6 tập 
con gồm 2 phần tử. Trong số đó, tập con { 1930, 
1995} và {1945, 1975) có tổng š gần 3922,5 
nhất với |s—3922,5=2,5. 


Vậy A nhỏ nhất khi và chỉ khi x, z c {1930, 
1995} hoặc x,z c (1945, 1975}. Thành thử có 
8 bộ (x; y; z; £) để A đạt giá trị nhỏ nhất. Đó là 

(1930; 1945 ; 1995; 1975), 

(1930; 1975 ; 1995 ; 1945) 

(1995 ; 1945 ; 1930; 1975), 

(1995 ; 1975 ; 1930; 1945) 

(1945 ; 1930; 1975 ; 1995), 

(1945 ; 1995 ; 1975 ; 1930) 

(1975 ; 1930 ; 1945 ; 1995), 

(1975 ; 1995 ; 1945 ; 1930). 


Bài 28 (T7/227). Việc tính toán trực tiếp ø\, 
a; cho phép ta dự đoán : 


dụ, = 30+C#NB), VneN. q) 

Bây giờ, ta sẽ chứng minh (1) bằng phương 
pháp quy nạp theo n c Ñ. 

Từ giả thiết của bài toán, đễ thấy khẳng định 
(1) đúng với n = 0. 

Giả sử khẳng định (1) đúng đến n = k, (k c Ñ), 


nghĩa là ø, = ĐC +CÐ 3). Khi đó, từ 
công thức xác định dãy (z„) ta có 


09/8 z0 +CD#/38I@+CD#1/8) - 
-52+C 0P J3)+5Ƒ 


T2+(-ÐD*!J3(2~(-091/3 


t5{ 


=50+(U*2/3) 

Kết quả vừa nhận được cho thấy, khẳng định 
(1) cũng đúng với n = k + 1. Vậy, theo nguyên lí 
quy nạp, số hạng tổng quát z„ được cho bởi 
công thức (1). 


* Ghi chú : Ta có thể đề xuất bài toán khái 
quát sau : Cho số thực không âm œ¿ và cho 
dãy số (a„) được xác định như sau : đo = đ, đạ„¡ 
= a„(4a2 —10a, +5)”, Vn e Ñ. Hãy xác định 
số hạng tổng quát z„. 

Kết quả là : 

e Nếu z =0 thì a„= 0, Vụ e Ñ. 


se Nếu 0< a< 2 thì a„ = 2cos” (5o) 


Vn e Ñ, với @ là góc thuộc khoảng (s7) Sao 


q 
cho cos( =—=. 


⁄2 
e Nếu z > 2 thì a„ = 1+ | 0Ý xÓ 7 | 
Vn c Ñ, ở đây í¡, r; là hai nghiệm phân biệt của 
phương trình (ẩn ¡) : ?—- \2a+ +1=0. 
Bài 29(T2/228) 


Gọi X là giá trị lớn nhất của các nghiệm x,, 
¡= 1, 2... 1996 và Y là giá trị bé nhất của 
chúng. Thế thì từ phương trình đầu ta có 

2X⁄X>x¡+1*~;y= k2 06) 
Từ đó, đối với các phương trình của hệ ta có 
2X>x¿”5, Vk= 1,2,..., 1996. 


Do đó 2X > X!?% 


Suy ra 2> X'” (x>0) (1) 
Lập luận một cách tương tự ta cũng đi đến 
2<y1995 (2) 


Từ (1) và (2) suy ra XÌ = y!?? =2 
Nghĩa là ta có xị = x¿ =... = Xtgoø = 195/2. 


* Ghi chú. Bài này cũng có thể tổng quát 
hoá bằng cách thay 1996 bởi số ø nguyên 
dương. 


Bài 30 (T7/228) 


Điều kiện có nghĩa : —l <x < l. 
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Đặt WÍSxd 2e 


7294! +8 


40 < 
?_=36 (1) dưới dạng 
729(1 - y2)” + 8y= 36 


l—x 


© lzra =ÿˆŸ -36( -x2)+5] 


= (36y -8y+3]=0 


3Ã 212 
=(za-2-3] -(s-3] =0 


© [274-y? -6y[274~y°)+6y~5 Ì=0. 

Xét hai trường hợp sau : 

1-82 
9 


e Với 27(1— y)—6y=0tìm được y= 


= 


(thoả mãn). 
Vậy VI—a2 = n° 4/82) 
= tạ V-2 + 282. 


« Với 27(1~ y2)+6y~3 =0 


1—^/78 1+A78 
9 


(loại) và y = 


tìm được 





y= 9 (loại) và y = 


»' luận 





(loại). 


: Phương trình có hai nghiệm 


xsd 2+2 /82: 


Bài 31 (T7/230) 


Áp dụng BĐT Cauchy cho ø số dương 


"——_ `” xà 0y=:13.số:L.ẩnI cổ 


(n~ D(a+b+c}) 


TH _ 
€ làN nc 








ờ 
©S/ TẤn | 
a+ ng "ga+b+c Ki) 
Tương tự, ta cũng có 
b 
\ dÍn @) 


c+a Ai Lo 
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y < l) và viết 





và ? 





MIEÊN ng 6) 


Cộng các bất đẳng thức (I), (2) và (3) theo 
từng vế, ta được 


a b C Hnu 
4 +‡j +ự >———.Nn-] 
b+c c+a a+b m-] 


Dấu bằng ở (4) xảy ra khi và chỉ khi dấu 
bằng xảy ra đồng thời ở (1), (2) và (3) tức là 











(n— l)(a +b)=c 
(n— lÙ(c+da)=b 
(n—=D(b+c)=a 


=2(n—- l)(a+b+c)=a+b+c—cn= 


t2 


(vìa,b,c >0). Do š £ Ñ nên điều vừa nhận 
được cho thấy dấu bằng ở (4) không xảy ra và 
bởi thế ta có đpcm. 

* Gh¡i chú. Từ bài toán trên ta có thể khai 


thác và tổng quát hoá để có các bài toán sau : 


Bài 1. Cho a, ồ, c là ba số dương, ø e Ñ, 





n>2. Đặt S Si GP cau VÌ Để: uyên, xã : 
¡"Ñb+c c+ta a+b 
Chứng minh rằng 
0), 222 
34 2ml 
b) 5„> 5 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 
Bài 2. Cho m e Ñ, m > 2, Ô < œ< Ì và m số 


„” 
m Đặt Š = 3 `a,. Chứng 
;=] 


m a “4 
minh rằng S 2z) >[s) . Đẳng 
thức xảy ra khi và chỉ khi øi = a; =...đ„ Và 
m(1 — œ) = 1. 
Bài 32 (T7/231). Giả sử với mọi +x, y e lR có 
ƒ#Œœx+D.ƒO) = vỰ()+ ]) q) 


thực dương ¿\, đ¿,..., đ 





Thay x = —] vào (1) ta được ƒfO) = yứ(—L) + l) 
với mọi y e lR > #0) = 0 và f—1) = —1. Từ đó, thay 
x=0 vào (1) ta được ƒ{fy)) = y với mọi y e IÑ. (2) 

Thay x = -2, y = —l vào (l) ta có : l) = 
~Œ(-2) + 1) nên f1) = —l hoặc ƒ(1) = I. Nếu (1) 
=-—] thì I =f1)) =#f-1) = I1. Vô lí. Vậy 1) = 1. 
Từ đó, thay y = l vào (1) ta sẽ có : fx + L) = #{x) + I 
với mọi x e lR. Suy ra: {xy) = fy) (x— 1) + 1l) 


=ƒyJfx) vớ mọix,yelR. @) 


Từ @3) với x > 0 thì #x) = (ƒ(Jx)}” >0 và 
ffx)=0 <>x=0. (4) 


Hơn thế, từ (3) ta còn có : với y z 0 thì 


/œ+»=/|(S+1)»] 
y 


= ro|7(3] + ) = 70/5) +ƒ0) 
3 Mu 
= ƒœ)+ƒ0). 


Kết hợp với 0O) = 0 ta được ƒ{x + y) = {x) + 4y) 
với mọi x, y c ÏR. Từ đó, kết hợp với (4), ta có 


với mọi x, y mà x > y thì fx) — f{y) = x — y)= 
(/(cWx—y)}” > 0 = #x) là hàm đồng biến trên 
R. Vì thế từ (2) ta thấy : 

e Nếu tồn tại xẹ e mà ƒ(+x;)> xạ thì 
+ = ÝGg)) > ƒŒxạ), mâu thuẫn. 

e® Nếu tồn tại xạ e R mà ƒ(+xg)<xạ thì 
xạ = ƒŒGŒ@)) < ƒ(xạ), mâu thuẫn. 

Vậy ƒf{x) = x với mọi x c ïlR. Thử lại ta thấy 
hàm số vừa tìm được thoả các yêu cầu của đề 


bài ; và điều này chứng tỏ đó là hàm số duy 
nhất cần tìm. 


Bài 33 (T6/232). Xét hệ phương trình 
Ñ x”—=mx—y=0 () 
y —my+x=0 (2) 

Hệ (I) luôn có nghiệm (x ; y) = (0 ; 0). Nếu 
x#0 thì y 0 (và ngược lại). 

Từ hệ () suy ra xÝỞ+y“ =m(x?2+y”) = 
m > 0 nếu x #0, y z 0. 

Vậy bài toán tương đương với : Tìm m > 0Ö 
để hệ có 4 nghiệm (x ; y) khác (0 ; 0). Thế y = 
xÌ —mx vào phương trình của hệ, dẫn đến 
x?(Ÿ -m)) ~ m(x? =m) +1=0 (3) 

Đặt ? = x2 —m. PT (3) có dạng 

f` + mf) — mt+ 1 =0 (4) 
VỚI † > —m. 
Đặt =t~e, PT (4) trở thành 


uh+mu+2=0 (5) 
Để PT (5) có nghiệm thì biệt số A # 0 —> 
m > 2Al2. Khi đó PT (5) có hai nghiệm 


—m +x|m” —8 —m —|mˆ =8 


Xét phương trình / _ = 


© ƒŒ)=2/? -(Ä\m2-8—m) —2=0 (6) 


và phương trình / _ =H¿ 


© gŒ) =2? +(jm2-8+m)t—-2 =0 — (Œ) 
Ta có 
ƒ(-m)ƒ(0)=~20n? +ma|m? ~8~2) <0 


g(-m)g(0) = -20n2 ~ mA|m? -8 -2) < 0. 

Vậy phương trình (6) có hai nghiệm phân 
biệ ¡2 mà -nn<f<0Ô0<f;¿ và phương 
trình (7) có hai nghiệm phân biệt ?;,¿ mà 


—m < t << tạ. 
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Ứng với mỗi í sẽ có hai giá trị của x = 
+? +m. Thành thử để hệ (I có 4 nghiệm ta 
phải có í, =f;,fy =í„ © „„ =u;y © m= 242. 
Thử lại thấy đúng. 

Bài 34 (T8/232). Do ƒ là song ánh từ Ñ đến 
Ñ nên dễ thấy phải tồn tại n0 e Ñ* sao cho 
max{f#0), /1)...., fn)} = a) với 0 < a<n,a e Ñ. 
Từ đó suy ra tồn tại ø e Ñ* sao cho ƒ{ø) > f(m) 
với mọi m =0, Ì,...,a — Ï. Œ) 

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh, rằng với a  Ñ* 
và thoả mãn (l) sẽ tồn tại b c Ñ* sao cho a < b 
và ƒb) > ƒ(m) với mọi m =0, 1„...b—1. — (2) 

Thật vậy, với ¿ e Ñ* sẽ tồn tại bạ e Ñ* sao 
cho f(bạ) > 4a) @) 

Do z thoả mãn (1) nên từ (3) suy ra œ < bạ. (4) 
Xét tập 7 gồm tất cả các số bọ c Ñ* và thoả (3), 
(4). Do ƒ là song ánh từ Ñ đến Ñ nên sẽ tồn tại b 
ta có a < b và 


=minh,. Hiển nhiên 


bọeT 
ƒŒ) > ƒứ(m) với mọi m = 0, 1,..., b — 1. Tóm 
lại, (2) được chứng minh. 

Từ (1) và (2) suy ra tồn tại dãy tăng ngặt (2„) 
(n = 1, 2...) thoả mãn đồng thời các điều kiện sau : 

()ứ„ e Ñ*, Vn e Ñ. 

q1) ffa„) > fm) với mọi m = Ö...., a„ — ]. 
Xét k bất kì thuộc Ñ*. Từ a¿ < đ¿„¡ và (1) suy ra 
ƒ(,¡)> ƒ(4¿) => ƒ(4¿.¡) = ƒ(d,) + m @®) 
với m e Ñ*. Vì ƒ là song ánh từ Ñ đến Ñ nên 
tồn tại c sao cho ƒ{c) = ff4¿„¡) + m (6), hơn nữa 
do (ï) nên đ¿,¡ < c. Từ (5) và (6) suy ra: 
2ƒ(a,) = ƒ(d¿.)+ ƒ(C) — VỚI - ay <ứ,,)<C. 
Điều vừa nhận cho thấy tồn tại vô số bộ (ø, b, c) 
với a,b,c e Ñ và a < b < c thoả mãn 2ƒ{b) = 
#{a) + ƒfc) (đpcm). 
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Bài 35 (T7/233) 
Cách l. Ta có ƒf{x) = 0 


© (x?+2x)-6(x7+2x) +9=8 

©(@?+2x-3)” =8 
x2+2x-3+V8§=0 () 
x2+2x-3-8=0 (2 


Gọi +x¡, x¿ là nghiệm của (1) và xạ, xạ là 
nghiệm của (2), khi đó x,x;,x;,x„ là nghiệm 


của ƒfx). 


5$ 1. 5y trÌ 

Ta tính S; =— hi 5 — z= 
xí =—Ù (x2 —]) 

2x2 +1 2x2 +l 


be ——————— + Na  —Ï]ÏƑ—Ƒ— — ——=_=- 
(4-48) =2. (4-8); - ĐŸ 


(vì œ + =Œ¿ + =4—8) 


— 1 [@x/+Œ¿-=ÙDŸ+(2x2 +l@¡-ĐŸ 
4-^'§ (x—Đ?Œœ¿ —Ð? 


Dùng định lí Viète dễ tìm được giá trị của 
biểu thức trong dấu ngoặc và tính được 








ve] 80-2248. 
4-8 8 
1 80+22/8 
Tương tự Š; = an n8" 
Từđó §=6Š,+% =5: 
Cách 2. 
Dễ thấy 
-4)= l3, 
-3)=-8, 
-1)= 12. 
£U =-8, 
2= 1, 
nên ƒ#(-4)#-3) < 0, 
#-3ƒ(1<0, 


ƒ#-1#1)<09, 
#2) <0. 
Vậy ƒ(x) có 4 nghiệm +xị, x;, X3, Xạ. 


4 


2 
Khi đó §= => 


ni <Ù” 1l2ps4x 


cai TỦ và 1”, li, CN, 
pm 24 x3 . 12x, 


¬-. l xà | 
24—„-j3 24 +3. 12 


¡=1 X¡ T 











Dễ chứng minh được ° ° he _ ra ` 
mọi x, # a. Do đó 
77A3) ?/€3),.171(0 3 





24 /QJ3) 24 /C J3) 12/00) 2 
Bài 36 (T8/233) 
1) Ta có 


2=” +b?+c? >a?+2bc > 2bc => bc SI. 
Vì thế 

(a+b+c—abe)}ˆ =[a(1— be)+(b+ c)Ÿ < 

< (+(b+c) )41+(~—be)?) 

= 2+ be)[l+(1—be)”] 
2(+bc)+2 + be3X(1— be) 

= 2+ be)+2(1—bˆc?)(1— bc) 

= 4-2b?c?(—bc) <4. 

Suy ra la+b+c-abc|l < 2 (đpcm). 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi trong ba số 4, b, 
c có một số bằng 0, hai số còn lại bằng nhau và 
bằng I hay —]. 


2) Ta có (a+b+c)ˆ <3(4? +bˆ +c?)=6 


— 2(a+b+eŸ <3. 
Vì thế (ø” +b +cÝ —3abc)Ÿ 


= |(++b+ ca? +bŸ +c? —ab— ác — be)]” 





2 
(a+b+c)F -(a? +b? = 


=(a+b vb 
(a+b+c) 2 


2 
= @+b+o2[3=3+b+ of) 


> @a+b+©?[3=20+b+ oŸ ) x 


3 
x [3-2a+»+o#] 5] = 
¿3 + bề + c3 ~3¿bc| < 22 (đpcm). Dấu bằng 
J2 


a?+bˆ+c? =2. 


8. Suy ra 


la+b+cÌ= 
xảy ra khi và chỉ khi L ‹ 


Bài 37 (T2/234) 
Cách Ï. 

Vìz>0,b>0,c>0 và a+b+c =lnên 
suy ra ø +bˆ“+c?<aø+b+c =I ) 
Ta có A = a(x+b)+ Đ(y+c)+cŒ + 4) 

= ax + by+cz + ab + bc + ca 
«(@2+x7)+@+yŸ)+(cÔ+z”) 
bì 2 


“ 


+ưab+bc +ca 





2 


kề (a+b+c)z2+x?+y +z =1 


2 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ø = x, b = y, 
c=z khi đó sẽ xảy ra 





: =l=ư+b+cC 


a?+bˆ+c? =x? + +z7 
trái với (1). Vậy sẽ không xảy ra dấu bằng và ta 
được điều cần chứng minh. 

Cách 2. 

Áp dụng Bất đẳng thức Bunyakovski cho sáu 
số đ, b, c, x, y, z ta được 


ax +by+cz SA|d? + BÊ + c2 A2 + y2 +z2 
= \a?+b?+c? (vì x?+y”“+z” =1). 
Từ đó ta có 
a(x+b)+ B(y + c)+ cŒ + a) = ax + by + 
+cz + ab + bc + ác 

s4) TK bá kubaRotdeed ve xes6 
l0 +? te) 


lì HỢP tườn: (vì (a+b+c} =1) 


< z-sIw2 +bˆ+c?—2Na? +b2 +c? +1)—]] 


* 1=2QÍaÊ +92 +c? <1 


(vì 4”? +b? +c? <1) (đpcm). 
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Bài 38 (T6/235) 
e Trước hết ta chứng minh C > 2. Thật vậy 


chọn ø, = ¡ (¡= ]...., m) ta có 


2 —Ị 
KG: _2 = 
Phan Ð C NAY ĐỀ 


Nếu C < 2 khi cho n —> +œ thì vế phải tiến 
đến -œ còn vế trái tiến tới 0. Mâu thuẫn. 

e Với C = 2 thì BĐT đúng. 

e Áp dụng BĐT Bunyakovski ta có 


k2 k na - 1 
I>£](S-)=[3; =2 + 
ị /=I 


=] ;=] 





lI 
x†*2~ 
+ 
`" 


tai is) KẾK + DỰ 4, 
HH 42 H ] H 4/2 
_ “Ctk+Ua, - S “tk + 1Ð? 


là) „2 s2 
3... 


< Mr. 
 k(k + UŸ PP (+ 
4 4k+2 2 5 


1 < = 
kk+Đ 2 k?@w+1*S KP” @&@+U 
thành thử 


` 








Vậy số C cần tìm là C = 2. 
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Bài 39 (T7/235) 
Doz,b,c c[0; I] nên 
a b C 
< ——= 
Và NET. TENDE/TPSIMITTTEPN 
a+b+c+d 
—— abcd+] Đ) 


Mặt khác, từ ¿, b, c, d e [O; 1] ta còn có 
a+b<l+ab 
c+d<l+cd 
ab + cd< 1 + abcd. 
Cộng ba bất đẳng thức trên theo từng vế, 
ta được : 
a+b+c+d<3+ubcd (2) 
3+ abcd 
abcd+l — 
Hơn nữa, với œø = b = c = l và d=0 thì F= 3. 
Kết hợp với (3) ta có max#' = 3. 


Từ (1) và (2) suy ra # < (3) 


* Gi¡ chú. Bằng phương pháp của lời giải 
nêu trên, cũng như bằng một số phương pháp 
khá đơn giản khác, ta có thể giải Bài toán khái 
quát sau : “Xé? các số an, đa,..., đ„ thuộc |0; 1] (n 
là số nguyên lớn hơn l cho trước). Hãy tìm giá trị 
lớn nhất của biểu thức 

m mñ—Ì ` 
` 
đ2d3...d,, +] ..-.di-¡d 








tại, +Í 


dụ 


ada2...d„ ¡ + Ï 
(Đáp số : maxƑ = n— ]). 
Bài 40 (T8/235) 
Giả sử Ó(x) = ax” + bx + c với a # 0. Khi đó 
(O'{x)Ÿ - 20(x)Q"(x) = bŸ ~ 4ac < 0. Theo 
giả thiết thì tồn tại các nhị thức bậc nhất Ớ(+x) và 
R(x) sao cho P(x) = Q(+)GŒ(+x) + R(Œ+). 
Chú ý rằng @"(+) = 2z; R'(x) là hằng số. 
Suy ra 
_ P@) _ 
“` HỘ 


Nà 
7 “(2œ) 


K(x) 
@() 








Œ(x) + 





Vậy y"(+) =0 © 2R((Ó'0)° - 
~20()Ø'@)R'() - Q@OQR(+)Ø"(x) = 0 


7m. 
c© 'Ø@ (Ø (+) -2Ø@(+)@ "(+)) 


= 3R(+)Q"(+) + 2Ø '(x)#'(+) 

© 2y(b“ ~4ac) =3R(+4)Ø"(x)+2@1)Ñ'(x) + 
+ 2G(+) với Œ(x) là nhị thức bậc nhất. 
Nhận xét rằng bậc của 


(3R(&)Ø"()+2Ø@ (4)R (x)) không lớn hơn Ì 
nên 3R(+)Ø”(+) + 2Ø '(x)R'(%) = ưx + 8. 


Vậy y`=0 








«© y (œ + + GŒ(+)), (đpcm). 
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Bài 41 (T3/236). 
e Điều kiện : ø¡ > 0. Vì nếu z¡ < 0 thì khi 
cho a; = ax =... =a„=0; bị = l, bạ = bạ =...= 


=b„= 0, tạ có : 


M(anbi +asb› +...+a 


HH 


L//) 
b,) > (bị +bạ +..+b}P 


; * da ^ bế" ` 
trở thành øi > = (vô lí vì z¡ < 0). 


Với ai > Ö ta suy ra m > 0. 
® Ta lại cÓ ái > m;d›; — ai > m —> ad; > 2m 
và từ đó suy radx > 3m,... ; d, > n.m. 


® Vậy có M(øihi + a;b +... + a,„b„) 3 


HH 


IV 


M(mhị + 2mh› +... + nmb,„) 

= mM(hị + 2b +... + nh„) 

= m[M(hị + bạ +...+ b„)+ M(b;¿ + bị + 
+...+b,)+...+ M(b 


n—Ì 


b„)+ Mb,] 
> m[bi(bị + bạ +... + bạ.) + bạ (by + bị + 


+... + )+.. + (bu p+b„)+ bí] 


= i0 +2 +...+b2)+(bị +bhạ +...+b, )Ÿ] 


> —Œ + b;„ +... + b„)” (đpem). 


1) 


Dấu bằng xảy ra khi h =b› =..=b„ =0 
hoặc khi ø¡ = a; =... = ¿„ =Ô. 

Bài 42 (T6/238) 

Vì xị = 2 > 0 nên từ công thức xác định dãy 
(x„) suy ra x„ > 0 với mọi ø > 1. Do đó, với mọi 


n>ltacó 


Hơn nữa, dễ thấy, x„ là số hữu tỉ với mọi 
: JÝ “- xe . 
n>1. Vì thế x„ -Í với mọi øñ > l. Suy ra, 
dấu bằng trong bất đẳng thức trên không thể 
xảy ra, nghĩa là ta có 
4 
Xuzi >TTS— với mọi ứ > Í (1) 


Tiếp theo, bằng phương pháp quy nạp theo ø, 
ta sẽ chứng minh 


Xz¿¡ € 1/7 với mọi n0 > ] (2) 


4 
Tan # {#7 


Giả sử, đã có (2) với n = k (k > 1). Khi đó 


Với n= Ì ta CÓ : x; = 


xa S(V 7) =4013<5 s4 ¡<8 
(đo x¿„¡ >0) @) 


Hơn thế, từ (1) ta còn có 


2 
do-— > 2) 3,51 >ì] (4) 


Từ (3) và (4) suy ra 


4 
Äg+I RA 





xi4 L<§5ã .¡©° CS VỆ 


3X. 


hay x¿,; < 1/7. Điều này cho thấy, ta cũng có 
(2) với n= k+ ]. 
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Theo nguyên lí quy nạp, (2) được chứng 
minh với mọi ø > Ì. 


Tóm lại 
4 : 
< 3„¿¡ < l7 với mọi m 3 ]. 
4 l 
Do 4B V1 và 1,7 < 2 nên từ các bất đẳng 


l5 co 
thức trên ta có các bất đẳng thức cần chứng 
minh trong đề bài. 
* Gih¡ chú : Bằng phương pháp của lời giải 
nêu trên, ta cũng chứng minh được rằng : 


43 


3 
ki 2z TP) với mọi ? > 3. 


Tuy nhiên, cũng bằng phương pháp đó, ta 
còn có thể chứng minh được BĐT chặt hơn : 


44 


——— <X„ ¿T với mọi 0n > 3. 
15 4 


Bài 43 (T7/238) 
Từ ƒ{x) < l với mọi x e [—1; I] suy ra 

+(øx2 +bx+c) <0 với mọi x e [—l; l]. 

Từ đó ta còn có -x(zx” =bx+c) < 0 với 
mọi v € [—l; l|. 

Suy ra ~x|(ax7 + c ~b ˆX | > 0 với mọi 
xel-L; 1] dẫn tới (ax? +c)” <b”x? với mọi 
x€[R-l; l] q) 

Cho x = 0, từ (1) ta được c = 0. Khi đó 


ƒ(x) = ax) + bà” +1, 


Do -l < ƒ(+) < I với mọi x e [—l ; 1] nên 
~l<#U)<1 và-I <#-1) < 1, hay 
=l<a+b+l<l 
—=l<-a+b+]l<l 
~2<b<0 : (2) 
Suy ra 4-(b+2) <a<-—b 
-(b+2) <~a <—b 
nên |a| < min|—b,b + 2. (3) 
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xe€[-1;1] thì ax < |ax| < |al 


Với c = Ö và a, b thoả mãn (2), (3) ta có : với 
<-b—=> ax+b <0. 
ax > —|ax| > —|aÌ> ~(b + 2) > ax+b >~—2. 
Như vậy -2 < ax + b <0 với mọi x e [—I1 ; 1]. 

Suy ra : 


x° <Xax)+bx? <0 
1] hay 


|ƒCÖ| <1 với mọi x e [—1; 1]. 


_-2<-— 


với mọi x e [—Í ; 


Vậy, tất cả các bộ ba số cần tìm là tất cả các 
bộ (2; b; 0) với ø, b thoả mãn (1) và (2). 


Bài 44 (T7/239) 
Ta sẽ giải bài toán khái quát sau. 


Bài toán 1. Cho số thực œ > Ô và cho ø số 


thực a; e [Ö ; 1] với ¡ = 1, 2...., n (n > 2). Chứng 
minh rằng 
„—] 
ca be “ưng # 
4243...d„, + @ C2)... _14,---d, + đ 
dụ n—l~œ 
+ <l+————— (1) 








dịd....đ„—¡ + Ø dị4;...d,, + Œ 

Hỏi dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi nào ? 

Lời giải. Kí hiệu vế trái của (1) là F. Khi đó, 
thuộc [0O ; 1] và œ > Ô, suy ra 


Lũ 
4 


) ... 
“ địđ;...d, tơ HE .d„ +Œ 


tỪ đị,Ø2,..., đụ 


Hơn nữa, từ ø¡, ở2,..., 


q=4,.¡)d 


n—]. 


a„ thuộc [O; l] ta có 


— đ¡a›...a4,) > Ô, với mỌi ¡ = Ì, 2,..., 


n—] 
Suy ra »"(1~ đ,,¡)(1— 4¡4;...4j) >0 
i=l 
n-] 
©®n-]- 3 địa + 
¡=l 
n—Ï 
+ 3 (2i2;...4,đi.¡ — đ¡a;...đ,) > 0 
i=l 


„—] 
©n-l— 2 địa +(i42...d„ ~ ứ,) >0 
/=l 
Lý 
c© Đà” <n~l+ aia;...d, @) 
i=l 


Từ (2) và (3) ta được 


Pn~l+ aa¿...d, _ n—l-œ 


điđ+...d,, +Œœ 





Giaa...d,, +Œ 
Đấu bằng ở BĐT trên xảy ra khi và chỉ khi 
dấu bằng xảy ra đồng thời ở (2) và (3) tức là 
hoặc ø, = l với mọi ¡ = 1, 2,..., hoặc trong m số 
đ,d;,...,d„ CÓ một số bằng 0 và (w — 1) số còn 
lại cùng bằng 1. 
Bài đã ra là trường hợp đặc biệt của Bài 
toán Ï, khi n = 4 và ơ= 2. 


* Ghi chú. 1) Giả sử có các số thực dương 4 





và đ. Chọn z= ——-, và với mỗi ¿ = I, 2,..., n 


đặt ø; =-C. Khi đó, với mọi ¡ = l, 2,..., n và 


a, € [0, 1] © b; e [0, Ø]. Do vậy, ta còn có thể 
phát biểu Bài roán 7 dưới dạng sau. 

Bài toán 2. Cho các số thực dương #, Ø 
và cho øở số thực b, e [0 ; BỊ, với ¡ = l1, 2,..., n 
(n > 2). Chứng minh rằng 

bị bạ 
+ đài, 
bạb;...bụ„ +a b...b,hị + q 











+ bạ 
bịba...bụ_¡ + q 
l (+— 8” —q 
< Đ nh TẾ 4 
= l bịba...b„ + qÖ @ 


Hỏi dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi nào ? 
2) Bài toán sau là một khái quát hoá của 
Bài toán Ï. 


Bài toán 3. Cho n,k¿ 6Ñ ;¡n>k> 1 với n 


chia hết cho &. Cho các số thực dương œ, Ð và 


14.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


cho ø số thực z; e [0, œ], ¡ = 1, 2...., n. Chứng 
minh rằng 
Mu Tu TIẾN 


dz¿i---đ„ + 


đ2 da... 
nh Ô có, 
dry...4„@, + Ö 
"_.... 


du...4„—¡ + 








@) 


<<“ -—-=== 
x am^t k+ 


| (— k)ø" — k8a* 
aịa;...d„, + 8ứ" 

Hỏi dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi nào ? 

3) Khi coi các vế trái Ƒ, F, F¿ của các BĐT 
(1), (4), (5) là các biểu thức của các biến số đi, 
a2... d„ các bạn dễ dàng tìm được maxử, 
max#;, maxF›; nhờ kết quả của các Bài toán I, 
3,3: 

Bài 45 (T8/239) 

Do đa thức ƒ(x) có 2000 nghiệm thực phân 
biệt nên theo Định lí Rolle, thì ƒ '(+x) có 1999 
nghiệm thực phân biệt. Tương tự, ƒ”(x) có 1998 
nghiệm phân biệt và ƒ”(z) có 1997 nghiệm phân 
biệt và 

ƒ“@œ) = 2000.1999.1998x!57 +... 

+ 4.3.2.đ1oo6 + 3.2.đ1oo7 


Do ƒ”(0) = 3.2.2iso; = 3.2.1997 z 0 nên 
đa thức 


e@ằ@œ) = x”” TIẾT = 6@ioøx1997 + 
P 


1996 1995 
+244eosX + 60ioosx +...+ bị 


cũng có 1997 nghiệm phân biệt, giả sử đó là 
XIsXz›....Xiooy- Theo định lí Viète thì 


1997 24đios 
XIN 
ả 
In 1997 
. 60.2oos 
tj 
1<¡</<1997 Ố.4igọ; 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy, ta được 


2 
1997 
[- 24a am] - >„ 
X; > 
Ố.đ1og; 
>2 
1<¡</<1997 


= |elsss| > 5 5. đoos.đọ; > 2231 > 1996. 


* Ghi chú. Ta có thể chứng minh kết quả tổng 
quát sau đây : Nếu đa thức ƒx) = z¿x” +...+ 
+d, ¡x+ta, ("3 2 
thực phân biệt, thì 


; dg.a„ # 0) có n¡ nghiệm 


2 2n 
đụ q mi -]1 đ.,.d. -2" 

Từ đó sẽ cho nhiều sự khái quát hoá của bài 
toán đã cho. 

Bài 46 (T6/240). 


I1 _ 1996!k+D! 


CÓ 909710) 


—_ 1996! + DỊ 
— (1997+ #)!1995 


_ THIÊN: +! 


Ta có 


(1997+k—(k+2)) 


1995(k + ấT) 





— I995\ (1996 + k)! = (1997+#)! 
_ mi ] 1 ấn) 
xi k+2 k 
1295 2N Œ 907+£ 
Lấy tổng 
- | mịn 1 1 
Ị n+2 
k= SG cà 1995 Cloos KT 
1996 | l 
1995 TL Tai _ 1995) 


* Ghi chú : Ta có thể thay số 1997 bởi một 
số m bất kỳ (m > 2) và có bất đẳng thức sau 


1 1 l ] 
¬l- Đt RHANG mm m-2' 
Cai xa Can 


Bài 47 (T2/241) 


Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho 1995 số 


1997 


1 và hai số x ““ˆ, ta có 
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1997 
“ng > 1997/_ 2.1997 So () 
Tương tự 
1997 
1997 
. 19095+2z!7 
VÔ HQ @) 


1997  “F 
Cộng theo từng vế của (1), (2), (3) ta có 


F=x?2+y2+z? 


<Š: 1995+ 2x" +y!9?¿ z1997) 


=3 
1997 

Ta có F= 3© x2 =y? =z” =l 

<©x=y=z=]l(vìx,y,z>0). 

Do đó Ƒ đạt giá trị lớn nhất bằng 3. 

* Ghỉ chú : 

I) Ta có thể sử dụng bất đẳng thức 
Bunyakovski mở rộng để giải quyết bài toán 
này : 


(1.1...1xx + LI..1yy+ + L1.1 z2)” 
1995số 1 1998 số số Ì 1995 số I 

< k2 (xả) xi # X. hề 

=F}?”! <3! — r<3. 

Vì F = 3 khi x = y = z = l nên # lớn nhất 


bằng 3. 
2) Ta còn có thể giải bài toán tổng quát 
sau. 
Cho # số dương x;,x;,...,x„ thoả mãn 
XỊ +32 +..tưxy =Ố. 
Tìm giá trị lớn nhất của # = xj +x„ +...+ 


+ xị VỚI m > n và m, n c Ñ*. 


Bài 48 (T8/241) 


x¡(—x;¿)+ x;(Ì— xạ) + 


+ ~#2,\0=3,)+x,01—z) <| 5] _. 


Do đó với mỗi nở > 4 ta đều có 
at <l+~ ;ứ=+ Tn 
22c 


"`: an. 
4 
Si: N'/-] 8l 2á 


Dựa vào (I) và dựa vào bất đẳng thức 
Bunyakovski ta sẽ được các BĐT sau. 


LÚ | ,— 1 
——-lÌl+ ——==. 
` \ đi * ẫ đị~ 


4<=¬ I 
<l+—}È”—— — l(n-2) 
32-5 “1t Min ĐỸ: 





“it (n— "_ 3& 5 


= „¬- <I+Ÿ.J20w~2 @) 


» _—... 








) VAT địn " 
HH5Ến Dung cứ 
k-a(k—2) 
5 
k=2 đỳ— k=3 (Ÿ, 1) 
27< l 27< 1 
+ —— ———. 
TT 64 =(k—~2) 
27 59 
*32732 Âu, 
Từ (2), 3), ki (5) ta được : 
4 35 1 59 
3.4 „` Kx; 
đụ, < an+9 VN J7 2+t §1 32 
với mọi ? > 4 (6) 
Từ (1) và (6) suy ra 
l) 
4 1 a4 1 
3(1~z)< 5 <3 tay VAn=2)+ 
35 n. 59 1 
Di So >4 
Sản bến 32 n VỚI mỌI ” (7) 
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Vì lim sụ ->] 
HH 


n->+œ 3 
4 35 1 59I1\ 4 
= Ì Tp đo -2)+——+*+—-——.—|=~ 
1m |Š Sn VU Sở Lan” g1 32 x) 3 
Hà 
` ._ g3 4 
nên từ (7) suy ra lim —=~. Như vậy 
n—+œ H 3 
ơ =š là một giá trị cần tìm. 
Do lim ø„=+œ© suy ra từ (l) và 
tú>+œ 
_ 
ơ 3 ¿- 
: 4 
+œ nếu # >~ 
li z 3 
im đ;“ = 
n—>+œ š 4 
0 nếu ø < 3 


Vậy ø =5 là giá trị duy nhất để dãy (u„) 


hội tụ và giới hạn của nó khác không. 

* Gửi chú : Có thể nêu Bài toán khái quát sau : 
"Cho số thực dương a và số thực âm b. Cho dãy số 
(a„) được xác định bồi ao = a, d„u.ị = dạ + “M 
Vn >0. Tìm tất cả các số thực œ sao cho dãy số 


a 
H 


Ẹ : bề li b5 l 
(u„) được xác định bởi u„ =—— với mọi n3 Ì 
n 


là hội tụ và giới hạn của nó khác không”. 
(Đáp số: œ= I - Ù). 
Bài 50 (T7/221) 
Dễ thấy có 
nR(1+ nỄ) 


< 
l< 2k 


<2, với mọi n c Ñ* và với mọi 
l+n 


k=1,2,...,n. Từ công thức xác định z„ ta có 
n+1<a„<2n+1<2(n+ 1) với mọi n c Ñ* 


Ị l 
Suyra 1< b„ <2"0# <2» với mọin e Ñ* (1) 
" 


À 2 ] 
Mà 2” Hề4 . 


1 
=2) j5 «= call 
(n—1) số I 4 


Nên từ (1) suy ra l < b„ <l+z, Vn e Ñ* (2) 


Do lim (+2) =lInêntừ(2)được lim b„ = ]. 
n 


¡->+œ #i>+o0 


* Chỉ chú. Với (a„) là dãy được xác định 
trong bài đã ra, và với & c Ñ* cho trước cũng 


1 


chứng minh được lim (nŸ.z„)"ữ+Ð =1, 
>+œ 


Bài 51 (T6/225) 

e Ta thấy x < ! không là nghiệm của phương 
trình. Thật vậy, viết phương trình đã cho về 
dạng 

xŒˆ”" ~1) =I. 
Nếu x <~I thì x”” > 1. Vế trái âm. 
Nếu 0 < x< [ thì vế trái âm. 


THÊ (se #1 


Nếu -l <x<0thì x 
e Xét hàm số f{x) = x””†! ~ x — ] ta có 
+) =(2n+1)x?”— 1>0 với x> I 


mà (1) = -l < 0 nên tồn tại và duy nhất x„ > l 
để ƒ{x„) = 0 
Theo BĐT Cauchy ta có 


2n+x,+ÌI 
=2 1 Lái 
x„ = 2mNÍx„ +] S=nT 1 
2n+l 
Ấy < 2n 





2n+l 


Vậy ] < 
ậY <#„ 2n 





Vì lim 2n+l 


/ú>+œ n 
lim x„ = Ï. 
ú>+t©eO 


Bài 52 (T7/226) 


= Ï nên ta có 





Đặt ƒ(x) = xÌ - xế +3x! ~3x? +1, 
Nếu x > l thì 
ƒ@)=Œ~xŠ)+3(x?—x?)+1>1>0. 
Nếu x e (0; 1) thì ƒ(+)=x!?—(x2- Đ >0. 
Với x< 0 thì 

ƒ'Œ) = 13x! =6x”)+12xÌ 6x 


=13x!? —6x(x2 - 1) >0 


đo đó x) đồng biến trong (—œ ; 0). Vì ƒ{x) là đa 
thức bậc lẻ do đó ƒ{x) có một nghiệm duy nhất 
trong (—œ ; 0). Vì ƒ 1) = -1, 0O) = 1 nên 
nghiệm đó thuộc (—]1 ; 0). 
3 
L4.) 
b) Đặt g(x) = \x 3 +1 
Ta có xị = l,x„„¡ = #@(X„). 
Vì hàm xZ (x > 0) với œ <0 là hàm giảm do đó 


3 
ø(x) là hàm tăng. Mặt khác x; = 2 l3 < l =xị 


nên xạ = g(x¿) < @(xị) = xạ,... Dãy (x„) là dãy 
giảm và bị chặn dưới bởi 0 nên tồn tại giới hạn 


a= lim x„. Qua giới hạn ta được 
#>+œ 


> +4: =al3, Đặt xẹ =a với 0<x,<] 
tì (ql- Số j= xã 
= fữo) = 0. 
c) Ta có ƒ(—0,80) ~ -0,0083 
ƒ(-0.79) ~ 0.0064 
ƒ-0,78) ~ 0,020. 
Vậy x x — 0,79. 
Bài 53 (T8/228) 


Ta có 
ân : 3n —] : 3n—] 
3k] \ 3k 3k — 
3n—2 3n — 2 3n— 2 3n—2 
= + + + 
3k 3*—1 3k-—]1 3k—2 
3n — 2 3n — 2 3n— 2 
> + + 
3k 3k -—] 3k—2 
“ |(3n—2 3n—2 3n_—2 
=®$,> + + 
DỊ 3k Ấn mi 
= 23n~-2 (q) 
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ân 
3 
Mặt khác, lại có S„ < Š| ] _ a3 Ø 
k=0 & 


Từ (1) và (2) suy ra Ñ2?“? <34ÍS <2. (3) 
Mà lim 42“? = lim 2=2 nên từ (3) ta 


HH >+œ i—>+eo 


được : 


lim 3S, =2. 


H>+œ® 
* Gñh¡ chú : Xuất phát từ ý tưởng và phương 
pháp của lời giải đã trình bày ở trên, ta có thể đề 
xuất và giải quyết bài toán khái quát sau. 
Cho số nguyên dương z. Với mỗi n0 e Ñ* đặt 


S, - Hãy tìm lim 4S, 


i->+œ® 


k=0 
Bài 54 (T6/229) 
Cách 1. 
“`... 
Ta có x„„¡ = ——, 


Từ đó bằng quy nạp dễ thấy l < x„ < 2 với 
mọi ø > 1. Khi đó 





xi =2|=5|8=G =Ð#)~@=(/5~Đ| 
E 2l, -M2||M2--(-x„) 





Œ@) 
Vì0<2~ x„ <2 do đó từ (1) suy ra 


x.i =v2|<2|x„ —5|N2 =-Plu a4/7| 











QUY ra 





- („Ƒ buạ ii 


n—Ì 
| 
Vì li —- =0nên li =2. 
h am |] tết BH, v2 
Cách 2. Bằng quy nạp dễ thấy 1 < x„ < 2. 
2 
Xét hàm số ƒfx) = I + x—— có ƒ'@œ) = 
[— x <0 với mọi x e (l ; 2) nên ƒfx) nghịch 


biến trong (I ; 2). Do đó 
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a) Nếu xị 3 +; thì ƒ(x¡) < ƒQ@;) = 3x; < xa. 
Tiếp tục như vậy ta có xị > x; > x; >... và 
3¿ SxaS... 

Thành thử hai dãy (x;„) và (x;;,¡) hội tụ 


và giả sử «q —= lim Ä2¿› b = lim Ä2t+I- 
k-»+œ k>+œ 


SP : b? 

Qua giới hạn ta có Á S013 0p sp 
v 

b=l+a-—. 

Xe) 


Suy ra (øT— b)(a+b— 4) = 0. 


Chú ý rằng x„ < Š., với mọi ø do đó 


6 
b<>~=3. 
da + 5 


Suy ra rằng ¿z=b. Vậy lim x„ tồn tại. 


;i>+oœ 


b) Tương tự nếu +x¡ < x; ta cũng có lim x„ 
' ¡»+ 


2 
tồn tại. Gọi giới hạn là Á. Ta có A =l+ Ai - 


2 
=—= .< X2, 
Bài 55 (T7/229) 


Xét hàm số g(x) = e 19% ƒ(x) xác định trên 
{0 ; 1]. Từ các giả thiết đối với hàm ƒ{x) suy ra 
hàm g(+x) liên tục trên [O ; 1], có đạo hàm trong 
(0 ; 1) và g(0) = g(1) = 0. Bởi thế, theo định lí 
Lagrange, tồn tại c e (0; l) sao cho 








g() =0. (1) 

Mà z@)=£ 9ƒ G)-esef@)] 
với mọi x e (0; l), và c6 ¿ 0 với mọi 
+; (0; 1) nên từ (1) ta có ƒ {c) “Tags :/( =0 


hay ƒ '(c) = 1996ƒ'(c). (đpcm). 

Khi thay điều kiện #O) = ƒ(I) = 0 bởi điều 
kiện ÑO) = l) = m (m z 0 cho trước) thì kết 
luận của bài toán sẽ không còn đúng với ƒ{x) là 
hàm bất kì thoả mãn điều kiện ƒff{x) liên tục trên 
[O ; 1] và có đạo hàm trong (0 ; 1). Chẳng hạn, 


xét hàm ƒx) = m (m + 0, không đổi) với mọi 
xe [0, 1]. Lúc này, dễ thấy ta sẽ có ƒ(c) # 1996. 
ƒ (c) với mọi c e (0; l). 

Bài 56 (T8/230) 


Với mọi x, xạ e lR (x Zxạ), chọn số hữu tỈ Z 
nằm ở giữa x và xọ thì : 
|ƒ(&)~ ƒ@¿)|=|ƒCO- ƒ@)+ ƒ)- ƒG)| < 


|ƒ(+)~ƒ(|+|#)~ƒG)|<5(x~4)”+5~ae)Ÿ 
<5(x— xe}? +5(x—xg)” =10(x—xg”. — Œ) 


Vậy nên lim |ƒ()~ ƒ@Gg)| =0 
A+->3ọo 
hay lim ƒ(+) = ƒQqg). 
1p 


Suy ra ƒfx) là hàm số liên tục tại mọi xọ € IR. 


Mặt khác, từ (I) ta nhận được 





/6)= ƑO0)| p|„ — „| 
X—#*g s kà 
Suyra lim /œ)- /øu) =0hay ƒ (xạ) =0 
x~>1o Xx—*g 








với mọi xạ € ÏR. 
Do ƒ{x) liên tục và có ƒ'(x) = 0, Vx e RÑ, ta 


suy ra ffx) = c, với mọi x e lR. Thử lại, ta thấy 
hàm này thoả mãn điều kiện bài ra. 
Bài 57 (T6/233). Nhận xét rằng 














Ï= đạo < đại <... <S ng (đ) 
eo J l 1 
và = 
đt r+i đụ /mn + đụ 
Suy ra 
LG | ] ° 1 Lai! 1 
¡=0 mị+i ¡=0 đn¡ ¡=0 mm + đụ 
hay 
-Ì 
| ` l 
=l @2) 
ạ ” wH + đụ; 


1) Với 0 < m < 1, từ (1) và (2) suy ra 
I " a a 
=————< 


<l— 


đu m đụ H,n 


hay đ„„ > Ýn +]. 
2) Với m > I, từ (1) và (2), thì 
1 n 1 
<l > 
1 +nn mm 











—=ứ < 


”t,”H 


3) 


m—Ì 


Mặt khác, cũng từ (1) và (2), thì 











+ nm 
Mì _— 
Chuyển qua giới hạn (»w —> +©) và sử dụng 
" | 


công thức lim ———————— = — 
n>+o  P 








+ nư 
mm _— 
/ l 1 
tađược lim = =l-— 
n_>+œ ưa m 


hay lim ø„„ = . (đpcm). 
+ m—Ì] 


n-> 
Bài 5§ (T6/236) 
Ta có 
do ng 2024p —2_ 
n+Ì " 3a? = Ád, ci " 
=2 Xa, 
= À5 EH2/720/  Nec2j = )4, =2) với mọi ứ  Ñ* 
342 — 4a, —] 
2a) — 2d? _2 
2118/2000. Ra. 
34; — 4a, — Ì 
_2y2 
= KHE ) với mọi ø c Ñ* 
34; — 4a„ — Ì 
Du củ v2 
đ„ ¡+ Ì= = Su +] 
3a, — 4a„ —] 
2 
= Xo TRE ĐI cả BE sóc ca với mọi n e Ñ* 
34; — 4a, —] 
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Dựa vào các đẳng thức trên, với lưu ý 
rằng 3/7 — 4d„ —l = (a„ — 2)” t2 si si), 


bằng phương pháp quy nạp theo ø dễ dàng 
chứng minh được rằng : 


se Nếu ø = ø > 2 thì z„ > 2 với mọi ø e Ñ* 


và d„ ¡ <Sd, với mọi n € Ñ* nên (z„) là dãy 
không tăng và bị chặn dưới bởi 2. () 


s Nếu ¿i =a <-~2 thì đ„ < 1 với mọi n >2 


: . _ ` 
và đ„¡ >a„ với mọi ñ e Ñ* nên (z„) là dãy 


không giảm và bị chặn trên bởi —1. (2) 


Suy ra : Với |a| > 2 thì dãy (z„) là dãy hội 
tụ. Đặt øz = lim z„. Từ công thức xác định dãy 
;io>+toO 
3g” 2œ” 2 


(a„) và (L), (2) ta có : œ = 5 › 
3œ“ - 4ø - ] 


œ > 2 nếu a > 2, 


œ < —l nếu a <-—2. 
Từ đó suy ra : 
e®Nếuz>2thì lim z„ =2. 
n—>+œ 


eNếuz<-2thì lim z„ =-]. 


#i>>+© 


Bài 59 (T6/241) 


Bằng phương pháp quy nạp theo ø ta sẽ 
chứng minh rằng : 
1 


ƯA"... 
b„=——COt——— Với mọi ø > ]. (1) 
là 2" 2l b 


1 7 # ¿ 
=——COt——— nên ta có 
21 


Thật vậy, do b¡ = hi bồ 
2 


2 
(1) đúng với n = l. 


Giả sử đã có (1) đúng với n = k > 1, nghĩa là : 








1 : z 
2*+1 KP 2k+2 ' 


Như vậy, ta cũng có (1) đúng với n = k + 1. 
Theo nguyên lí quy nạp, ta có điều muốn chứng 
minh. 




















Từ đó 
Z 
T7 2i+Ï - . 
b,=— “ với mọin>] (2) 
" Z 2ml : Z ¿ 
s1 
2ml 
W/3 
Ẫ 7T N „rÌ 
Do lim cos—— = I, lim 2 =] 
n—>+œ 2ml H—>+œ T Z 
2ml 


nên từ (2) suy ra dãy (b„) là dãy hội tụ, và 


lim b„ = 2. 


>+œ 


HÌNH HỌC PHẲNG 


Bài 60 (T9/219) 
Đặt BC = a, CA = b, AB = c, và MA' = x, 


¬ be 
MB = y, MC' =z. Thế thì 4= +. + 


Nếu gọi S là diện tích tam giác ABC, ta có 


2S = ax + by+cz. 
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Do đó ta được 


b . 
28/=(ex+by+e)| S+Z+Š sa +b°+c?+ 
#: ÿ 2 


+ |3+2)xe|S+3)<«|S+ 3) 
Z  y xZ y.x* 


28q >a”? +bˆ+c? +2(bc+ca+ab) =(a+b+c)Ÿ 
hay là 


2% > 4p”, trong đó 2p = a + b +c. 


Vậy 

be Kế”) 
+ ( sự. s2, trong đó r là 
Xxy Z S r 


bán kính đường tròn nội tiếp tam giác. 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y = z, tức 
là khi và chỉ khi Mí trùng với tâm 7 đường tròn 
nội tiếp tam giác : 


= = © M trùng với điểm 1. 


min 
Bài 61 (T9/221) 
Đặt So¿g = #1ŠoA'c = ŸÌ, 
Sog'c =$2:5Š0g'A =3 2› 
SỌC'A ¬ 33› 5Q©'g = 3 (hình vẽ), 


#4 ti =X,52 2392 =ÿ,s3; +3 =Z, 





Thế thì 


= .ã 
3] xey s71 


_ OA' 
$9ạ+'. $,+sa ÓA 








` ạt 











§ +a+t3a+s. y+zZ 














Zx X 
Suy fA: s, =———,s1= ch 
y+zZ y+zZ 
Tương tự : 
x z4 z 
_- TT ng hay vE vn 
z+x z+x x+y 
: ZX 
sạ : 
3 x+y 


Từ giả thiết có sỹ +s2 +s? =s?+s2+s2 (1) 


Thay các giá trị của s; và s', Œ = 1, 2, 3) vào (1), 
ta thấy hệ thức (1) tương đương với 








zx xy z Ý 
nỗ 
y+zZ z+x x+y 

> 2 z 2 2 
BE 
y+zZ z+x x+y 


xỢ-z) yŒ-x,Zœ-y)_ 











© 0 
y†+Z Z+x x+y 
(x~y@~?)Œ=x)Œ+y+z)” — 0 
y+z)Œ + *)(x + y) 

x=y 
®(x-y)0w~—z)—x)=0 ©|y=z 
Z=x* 


Vậy tập hợp những điểm Ó thoả mãn (I) là 
ba đoạn trung tuyến của tam giác ABC (không 
kể các đầu mút của chúng). 

* Ghỉ chú : Có thể sử dụng định lí Céva, từ 
đó thiết lập hệ thức 

3p t6 Ð9y =3 112921295 (2) 

Sau đó, cũng dễ dàng thiết lập thêm hệ thức 

329 a3 †5192 =S;2s9a2+sasitsis, 3) 

Từ (1), (2) và (3) suy ra 

(52.53) ={sss'2s3] 
nghĩa là (z;,s;,s) là một hoán vị của 
Œ,sz,s„). (Định lí Viềte về tính chất các 
nghiệm của phương trình bậc ba). 

Xét các hoán vị khác nhau của hai tập hợp số 
trên, ta đi đến kết luận : Muốn cho điểm Ø nằm 
trong tam giác ABC thoả mãn điều kiện (1), cần 
và đủ là Ó phải nằm trên một trong ba đường 
trung tuyến của tam giác đã cho (trừ các đỉnh 
của tam giác và các trung điểm của ba cạnh). 

Bài 62 (T5/224) 

Trong hình vẽ, hình chữ nhật cạnh đỏ ABCD 
và hình chữ nhật cạnh xanh A,B,C¡D, cùng có 
chu vi là p, cắt nhau tạo thành hình bát giác 
MNEFPOIK. Đặt m = MN + EF + PQ + IK và 
n= NE+ FP + OI+ KM. Ta có các tam giác 
sau đây đôi một đồng dạng (vì là tam 
giác vuông và có một góc nhọn bằng nhau) : 
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AAKM œ ABINM, ABNE œ AC)FE, 
ACEP œ ADIQP, ADỌI œ AA;KI. Đặt 


— KM ` 


;= KAtAM _NB+ BE 
KM NE 
FC+CP _ OD+ Di 
FPˆ  OI 
KA+AM+NB+BE+FC+CP+QD+Di 
KM+NE+FP+QOlI 











pm 


= : Bị (q1) 





Chứng minh tương tự, ta cũng có / = =— (2) 





Từ (1) và (2), ta có #— ” = É—”, 


" m 


)—m—H —=n—m sa sấu 
Ũ cT , hơn nữa, hiểu 





SUY ra 
m 


nhiên p > m + n, nên p —mm —n >0, vậy m =n 
(đpcm). 
Bài 63 (T9/224) 





r „(a=bŸ +(Œ~e@”+(e=a)” „1 

R 16R? š 

Cách I. Gọi H, O và ï theo thứ tự là trực 
tâm, tâm các đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp 
tam giác, ta có 


q) 


9Í 





0H = OÄ + OB +O€,aIÄ + bIB + clC =0 


từ đó 
2pOl =(2p-— a)OA + 
+(2p - b)OB + (2p -c)0C (2) 


Bình phương hai vế của (2), sau khi thay 
20B.OC =2R?-a?, — 20C.OA=2R?-b}, 
2ÓA.OB = 2Rˆ - c? và sử dụng hằng đẳng thức : 
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a”+b)+c`—3abc 

= (a+b+c)(4ˆ2 +bŸ +c? —ab— bc — ca), 
rút gọn, ta được 
1H? =4R? —§Rr~(a2 +b? +c” =ab—be—ca) 
=4R? -8Rr ~z ((œ~bŸ +(b~e)2+(c—a)?}>0 

Từ đó suy ra 

8Ñ? >16Rr + (a—b)) +(b—c)ˆ +(e— a)” 


và thu được bất đẳng thức (1) cần tìm. 

Đẳng thức đạt được khi và chỉ khi 7 trùng H, 
nghĩa là tam giác ABC đều. 

Cách 2. Chiếu ÓØ và ï lên một trong các 
đường thẳng BC, CA hoặc AB ; chẳng hạn chiếu 
lên CA, được Ớ' và ƒ tương ứng. Ta có 





CỒ 12? ›elsip=ax #5 =5 - hề táo 
2 2 
ØT†' <OI. Sử dụng công thức Euler : 
".~ 
OI? = RỶ - 2Rr, ta được Œ < R? -2Rr. 


Không mất tổng quát, giả sử a < b < c, 
thế thì 


(c—ø)2 =[(w—b)+(b—a)ŸŸ =(e—b)Ÿ + 


+(b~a)2+2(—b)(b—a) (c—a)°®>(c—b)°+(b—a)” 

Từ đó ta được bất đẳng thức (1) cần tìm. 

* Ghỉ chú : Nếu sử dụng định lí sin và 
hệ thức 
E=4sinS sin2 sinc =cos Á + coS Ö + cos C — Ï 
rồi chuyển vế trái của bất đẳng thức (1) về dạng 
lượng giác ; biến đổi và sử dụng các hệ thức và 
bất đẳng thức lượng giác trong tam giác, cũng 
đi đến kết quả cần tìm. 

Bài 64 (T10/225) 

Ta xét bài toán tổng quát với ø — giác đều 
AiAs...A„(n > 5). Lấy một điểm Ø nào đó trên 
đường thẳng A (đã được định hướng) rồi lần lượt 
dựng các vectơ sau : 





2,.., , VỚI Quy 


OB¡=A,A„¡ (=1, 
ước A,„,¡ = 4j). Gọi Ö', 
trên A ; thế thì Ø\, Ö;,..., 
¡ — giác đều nội tiếp đường tròn tâm Ó, bán 
kính R8 = a, và 


là hình chiếu của Ö, 


B„ là các đính của một 


(OB, ,OB:.) =8= = 
Gọi x là góc tạo bởi A và A,4;, tức là 
x=(A, OB)), ta được (A,A,A,,¡) = (A,OB,) 
x+Œ-=])Ø(1<¡<n)và: 
M,M,.¡ =OB', = acos(x + (ï — DĐ). 





„] 


Su M,.! =3 0ø? “Hới SIÊU câu da? % 


trong đó 


nà] 


ĐT) (x+k/Ø)= 313 5À cos02x +36) 


„—] 
Ta chứng minh 3 cos2x+2k/Ø)=0 với 
k=0 
2z 
8=“. 
1 
Bằng cách sử dụng công thức biến đổi lượng 


giá, có thể dễ dàng thấy rằng 
Làn | 

sin/| Š e2: cau) = 
k=0 


Tuy nhiên, có thể chứng minh như sau bằng 
cách sử dụng vectơ : 


Trên đường tròn đơn vị tâm oœ, dễ thấy các 
rẻ 4z na n3) 
điểm 2kB = k—— (k =0, l,..., n — 1) là các đính 

n 
P,.¡ của một  - giác đều sao P,P,...P, nên ta 
„” 
có 3_@P¡ =0. Chiếu tất cả các vectơ œP¿ lên 


k=] 
trục côsin, ta có 


mƒÌ 
. +2k/) =0. Suy ra s = T 


2 
Từ đó Ñ” M,.MỆ, =- 
/=l 


Bài toán đã cho ứng với trường hợp ø = 5. 
Bài 65 (T10/226) 


Sử dụng các công thức tính độ dài đường cao 
và đường phân giác của một tam giác theo độ 
dài các cạnh : 


2 
h„= “ý ~#}(p—b)(p~c), 


2Nhc — 
Lo p(P- 4), 


z(4 +b+c), ta được 








trong đó j = 


b 
mn= ko Viện VẤP b)(p—c) và hai hệ thức 


lu 





Điớt tự : 


“x1 vớ b(p — a) 
To Tu nN H) 
ï m. (p—aXp—b) 


&: 








Từ đó, áp dụng bất đẳng thức Cauchy, ta 
được (với Š là diện tích tam giác) : 

dụ + “5 + hộ > 
Nói Hh 


a e 


3 ;|(b + ©(e + a)(e + b)(p = a)(p — b)(p ~ c) 
a2p2c2 
8S” _ ,;|2r 


(vì (b+c)(c+)(a+b)> 8abc). 





Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c, 
lúc đó tam giác là đều. 

* Ghi chú : Bài này có rất nhiều cách giải 
trên cơ sở sử dụng các công thức khác nhau tính 
độ dài đường cao và đường phân giác của một 
tam giác không những chỉ theo độ dài các cạnh 
a, b và c mà còn theo cả các góc A, B và C. 
Chẳng hạn : 


2bc ¡ 
cOS 


h,„ =bsinCŒG csinB), l_= Tan: 2" V.V... 
ê 
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Tuy nhiên, cuối cùng đều phải sử dụng BĐT 
Cauchy đối với ba số dương. 
Chú ý thêm rằng có hệ thức sau đây giữa r, 
và các góc A, B,C: 
AB. 
r= 4Rsin sim 7 SH ~- 
2) Gọi AH = h, và AD = l„ ta có 























HAĐ = -ÌB ~ ÊÌ, do đó 

h„ = C0§————, tương tự hụ = COS 

Têu G2408 01M0 2007) 
và Ta COS—— 

là” 2 

Từ đó 

hạ hụ hụ 

lạ h L 

= = TH N, = 

COS COS——2 COS—2 


Từ kết quả này ta cũng có bất đẳng thức cần 
tìm. 

Bài 66 (T10/227) 

Gọi H, O, ï theo thứ tự là trực tâm, tâm 
đường tròn ngoại tiếp, tâm đường tròn nội tiếp 
của tam giác ABC ; a, b, c và K, r tương ứng là 
độ dài ba cạnh và bán kính đường tròn ngoại 
tiếp, bán kính đường tròn nội tiếp tam giác đó 
(chú ý rằng tâm E của đường tròn Euler là trung 
điểm của ÓOH). Từ các hệ thức vectơ quen thuộc 





OH = OA +OB +ÓC 
uÍA ¿bfB kéi£ <0 


ta được : 
2pOÏ = aOÄ + bOB + cOC () 
2pOE = pOA + pOB + pOC, (2) 


và do đó có 


OE _Øï = IE = tP—®) 0Ä + 
2p 
„ -=b)nn,Œ-+9) 0C @) 
2p 2p 





trong đó 2p=a+b+c. 
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Bình phương vô hướng hai vế của (3), ta 
được 


_ (p=+(p= ĐỀ +(p=€Š ra 





El? 
4p? 

CHỦ 

4p 
== mm 

4p 
_(p=#Xp=b) „ua _ ay_ RP— 
MS? 7 TAỢ 2800120) ảm 


(p-b)(p—c)a2+(p~e\(p~a)bˆ+(p=aX(p—b)c” 
4 p 





(4) 

Sau khi biến đổi 

4(p— bX(p— c) =(2p~ 2b)X2p — 2c) 

= (c+a—b}(a+b—c) và tương tự đối với 
4(p—cXp-~ 4) ; 4(p ~ a)(p ~ b) ta được 
4(p-b)(p~c)a2+4(p-c)(p-a)b”+4(p~a)(p—b)cŸ 
=a?+bt+c?— 2(bˆc? +c?a?+a?b? )+4pabc 

= 4pabc —16§2 = 16pSR - 16p”r? 

= 16p r(R—r) (5) 

Từ (4) và (5) ta thu được 


Để ý rằng R > 2r, nên ta được 


EI =TTr (6) 


trong đó : là bán kính đường tròn Euler. 

Điều đó chứng tỏ rằng đường tròn Euler 
(tâm E bán kính 2) tiếp xúc trong với đường 
tròn (tâm 7ƒ bán kính z) nội tiếp tam giác. 

Bài 67 (T5/230) 

_ Kẻ đường kính AA' của đường tròn (Ó ; R) 
3R 


rồi lấy trên đó điểm Ó; sao cho Á'Ó; = Ậ- Ta 


sẽ chứng minh đường tròn cố định (;; 2`) 
chính là đường tròn cần tìm. Thật vậy, kẻ đường 
kính PQ của đường tròn (,) ta có O,M,Q 
thắng hàng vì ⁄Ó,MO cùng vuông góc với 
MỊP. Mặt khác, do (Ó), (Ó,) cùng tiếp xúc với 
AP nên 4A, QP cùng vuông góc với ÁP và do 
đó song song với nhau, suy ra AOP = OPO (so 
le trong). Hơn nữa, 4ÓP = QÓOP vì PA, PM là 
các tiếp tuyến của (Ó) cùng qua P. Suy ra 
QPO = QOP, hay tam giác QOP cân đỉnh Ọ. 
Gọi Ö là điểm đối xứng với Ó qua A, ta có B, Ó, 
A thẳng hàng và tam giác PBA cân đỉnh P. 
Như trên, 00P = POB, nên hai tam giác cân 
OOP,POB đồng dạng, và ta có HỆ sáa hay 


OP” = 4RR,. 





Từ tam giác vuông AOP có OA7 + AP? =4RR, 


¬ =~-- 
hay R trcR +2RR 
= 2 2 25 2 5 
= AP“ˆ+ Ki tin H —nRR 


lẢn 5Ý 
2 
[8 +3#) =ÁP t[®-šR] 


3RÝ 
c[A =3 = AP?+(O,P-O0;A)Ÿ 


Vậy v =Ó;Ø;, hay (Ó,) tiếp xúc với 
(Ó:), ta có đpcm. 


Bài 68 (T4/232) 

Gọi N là giao điểm thứ hai của tia AM với 
đường tròn (Ó). Với AB = AC, dễ dàng thấy quỹ 
tích cần tìm là các điểm trong của đoạn thẳng 
AN. Với AB z AC, chẳng hạn AB < AC, ta có 
EF không song song mà cắt BC tại K. Qua F kẻ 
đường thẳng song song với 8C cắt AE, AN 
tương ứng tại các điểm P, Q. Ta có : 

IM_ AM Mỹ 
PO AQ QF 
và @ là trung 
điểm của PE. 
Hơn nữa, theo 
giả thiết thì H là 
trung điểm của 
EF nên QH là 
đường trung 
bình trong tam 
giác FPE do đó 
QHF = PEF 

(đồng vị). Mà PEF =QNF, nên QHF =QNF, 
suy ra tứ giác QHNƑ nội tiếp, do đó có 
NHF = NQF. Vả lại, NỌQF = NMC (đồng vị), 


nên NH = NMC , SUY ra tứ giác NHMR 
nội tiếp. () 

Do M, H là các trung điểm của 8C, EF nên 
OMK = 90° =OHK và tứ giác OMKH nội tiếp (2) 

Từ (1), (2) ta có năm điểm O, M, H,N,K 
nằm trên đường tròn đường kính ÓK. Do M, N, 
H cố định nên đường tròn đó cố định, và giao 
điểm thứ hai của nó với đường thẳng ÖC là K 
cũng cố định. Gọi Š là trung điểm của ÓK ta có 
Š cố định, ØS không đổi, và H thuộc đường tròn 
(S) tâm S bán kính ÓS. Gọi D là giao điểm thứ 
hai của (S) với đường tròn (@Ø), do H là trung 
điểm của dây EF nên H nằm bên trong đường 


tròn (Ø), và do đó #7 chỉ nằm trên cung ĐoN. 


mà /M = M7 nên PQ = QF, 





Đảo lại, lấy điểm H, trên cung DÓN, gọi E¡, 
F, là các giao điểm của H,K với đường tròn (Ó) 
(F, nằm giữa H, và K), ta có OH,K_= 90° nên 
H, là trung điểm của E,F,. Gọi !, là giao điểm 
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của AE, với BC, J' là điểm đối xứng với /¡ qua 
M ; F' là giao điểm thứ hai của tia AJ/' với đường 
tròn (Ø). Theo phần thuận ở trên, ta có F”, E¡, K 
thắng hàng, nên giao điểm thứ hai của KE) với 
đường tròn (Ó) trùng với F,, hay H, là một điểm 
của quỹ tích đang xét. Vậy quỹ tích là cung 


ĐON của đường tròn (S) trong đó K,N,sS, D 
được xác định như trên. 


* Ghi chú. Có thể giải cách khác như sau : 
Gọi Š là giao điểm của tiếp tuyến tại A của 
đường tròn (Ó) với đường thẳng BC ; K là điểm 
đối xứng với Š qua ẤM, suy ra Š, M đều cố định, 
sau đó dùng định lí Ménélaus để chứng minh E, 
F, K thẳng hàng, từ đó tiếp tục chứng minh như 
trên. 

Bài 69 (T9/232). Gọi G là trọng tâm của hệ 


bốn điểm {A¡,A;,Á;,A¿} và H, là trực tâm của 
các tam giác (T,) có các đỉnh A,,Ái, Á„ ; với Í= 


1,2, 3,4 và {/,7,k,n} = (1,2, 3, 4). Thế thì 





OH, = OÁ¡ + OÁk + OÁ» () 
do đó, với mọi ¡ = l, 2, 3, 4 ta có 


ÓA, +ÓH; = OÁI +Ó4a + OA3 +ÓÁa 





= 40G =200' @) 
trong đó Ó' = Ð„(O) là điểm đối xứng của Ó 
qua G. Hệ thức vectơ (2) chứng tỏ rằng đoạn 
thẳng A, H, nhận điểm Ø' (đối xứng với Ó qua 
G) làm trung điểm ; nói khác đi là bốn đoạn 
thẳng A,H, đồng quy tại trung điểm chung Ở'. 
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——. 1 Ý“Ỷ—— 
Ta có H,O'=-H,A,(0=1,2,3,4)— @) 
Ta lại biết rằng tâm œ, của đường tròn Euler 
của tam giác (T,) qua ba điểm A,,4,,4, là 
trung điểm của đoạn thẳng OH, nối tâm Ó 
đường tròn ngoại tiếp với trực tâm HH, của tam 
giác 7,, nghĩa là 


H;o, = 3 H,O (4) 


| 
Từ (3) và (4) suy ra phép vị tự V2. tâm H, tỉ 


SỐ Vị tự 5 biến đường tròn (Ó) thành đường 


tròn (@,) ; mà (Ó) đi qua {4,} nên (œ,) đi qua 
Ớ'. Vậy : 

Bốn đường tròn Euler (œ,) của các tam giác 
(7, cùng đi qua Ở' = Ð„(Ó). 
.,B, và B, là điểm đối xứng 
của điểm A, lần lượt qua các đường thẳng 
A;A,.A,A, và A,A, chứa các cạnh của tam 
giác (7,), thế thì các điểm này cùng nằm trên 
đường thẳng Steiner ơ, vị tự của đường thẳng 
Simson A, của A, đối với tam giác (7,). Để chứng 
minh A, đi qua ' ta chứng minh ơ, đi qua H,. 
Thật vậy, trực tâm H, của (7), điểm Ö, (đối 
xứng của 4, qua A/4,) và các điểm 4,,4, cùng 


Bây giờ, gọi Ø,,B 


nằm trên đường tròn đối xứng với đường tròn 
(Ø) qua đường thẳng A,4,. Hoàn toàn tương tự, 
H, và điểm B,, (đối xứng của A, qua A,A,) 
cùng nằm trên đường tròn đối xứng với đường 
tròn (Ó) qua đường thăng A/4„. 

Từ đó, sử dụng góc định hướng giữa hai 
đường thẳng, ta được : 

(H,B,,A,A,) = (A,B,,A,Ay) = (Á,Ai,AjA,) 
(mod 7Ø) (5) 


và (H,B,,H,A,)=(A,B,,A,Ay)=(A,A,,A„A,) 
(mod z) (6) 

Lại vì A;,4,,A, và A, cùng nằm trên đường 
tròn (Ó) nên có : 


(A,A,,A,A,) = (A,A,,Á,A,) (mod ®) (7) 


HỘI 


Bởi vậy, ta được : 


(H,B,,H,A,) =(H,B,,H,A,) (mod m) — (8) 


[giàu lhướ, 


Từ đó suy ra hai đường thẳng H,B, và H,B, 
phải trùng nhau ; nói khác là , nằm trên đường 
thẳng Steiner ơ, chứa các điểm B,,B, và B,. 
Đường thẳng Simson A, của điểm A, đối với (T,) 
là ảnh của đường thẳng Steiner ơ, trong phép vị 

Ị 


5 _.. n : 
tự V2 tâm A, tỉ số 2 ¡ mà Ơ, đi qua Ở, nên A, 


Ị 
đi qua điểm Ở' =YẬ(H,) , là ảnh của H, trong 
phép vị tự đó. Vậy bốn đường thẳng Simson A, 
cùng đi qua Ở. 

Bài 70 (T9/233) 
l) Đặt2p=a+b+c. Áp dụng bất đẳng 
thức Cauchy cho ba số dương, ta được : 


p 
(p ~ a)(p — bX(p — c) se 





K, 
Suy ra 
4 
$S“ =p(p-a)(p—b)(p c<ẵ dẫn đến 


p> 4/2745, hay 
a+b+c>24/2145. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi p —a =p ~b 
=pc<>a=b=c (Tam giác là đều). 


2) Ta có 4m? = 2b” +2c? - a? 


>(tQ «ad? =4p(p— a) => m > p(p- q). 
Tương tự mụ > p(p— b) và mộ > p(p—c). 
SUy ra 


mˆmjm2 > p`(p~a)(p—b)(p—ec)= p2$? (1) 


Lại có 


3 
29 „8` „215 5 





gì 
(vì abc < T theo BĐT Cauchy) 


Từ đó ta được 


hàm, + huưm! + h mộ > 3Äh,,hụh, mĩ mụ mỹ 

> 9 p.S”. @) 

Lại vì p>Ÿ27VS theo (1), thay vào (2) ta 
¡ được hung + hymŠ + h mẬ > 94l3.S2 ^JS. 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi các đẳng 
thức đồng thời xảy ra ở (1), (2), (3) và (4), và 


đo đó, xảy ra khi và chỉ khi ¿ = b = c, tam giác 
là đều. 

* Ghi chú : Ta có bài toán tổng quát hơn 
như sau : 


Giả sử a, b, c là độ dài các cạnh của một tam 
giác có diện tích là S ; các đường cao và trung 
tuyến tương ứng là ? 


a3 


h,,h, VÀ m„,my,m 
Chứng minh rằng 
„270507 
ÑJl2~ -4 


2) hụmp" +hm"" +h m2" 

> S24S 3"*!43 ( e Ñ*) 

Bài toán đã cho ứng với ở = l. 

Bài 71 (T5/234) 

Gọi A,,B,,C, là các giao điểm tương ứng 
của các tia AM, BM, CM với các cạnh BC, CA, 
AB. Vì Mí ở bên trong AABC nên tia AM nằm 
giữa hai tia AB, AC, suy ra A, nằm giữa hai 
điểm B8, C. Hạ đường cao AH, không làm mất 
tính tổng quát, giả sử AB > AC, ta có BH >CH 
nên gọi #' là điểm đối xứng với Ö qua H, thì 
đoạn B' chứa đoạn 8C. Mà A, nằm giữa B, C 
nên 4, nằm giữa B, , suy ra AiH < BH hay 
AÁq <AB = max{AB,AC}. Do đó AAI.BC < 
max {AB,AC}].BC = max {AB.BC,AC.BC|] < 
max {AB.AC, BC.BA,CA.CB}. 


Đặt P = max {AB.AC, BC.BA,CA.CB), ta có 


14'+bh+c" neÑ*) 


_ MA n 
MẸ 
——— B<——P. 
MEcA <H MC.A “cẽ, 
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_ 
T1 


Mặt khác, do M ở bên trong tam giác ABC 
nên tổng diện tích các tam giác MAB, MBC, 
MCA bằng diện tích tam giác ABC, suy ra 


B' 








MA, MB, MC( 
+ + =Ì, 
AA BB,_ CC 
và 
MA MB _MC 
AA, BB,_ CC, 
MA MB MC 
ele< +ris< t4 -523-1š2 
AAI BB, CC, 
Vậy MA.BC + MB.CA + MC.AB < 2P, hay 
MA.BC + MB.CA + MC.AB 


< 2max {AB.AC, BC.BA,CA.CB). 
Bài 72 (T9/235) 


a) Nếu điểm MM trùng với một trong các đỉnh 
A,B,C thì dễ thấy BĐT sau đúng. 
x2+yˆ+z? <4(p?°+4?+r?) () 
Xét trường hợp 
M không trùng với 
bất kì đỉnh nào 
của tam giác. Gọi 
A',B',C', lần lượt 
là hình chiếu 
vuông góc của M 
trên các đường 
thắng chứa các 
cạnh 8C, CA, AB và Œ' là trọng tâm của hệ ba 
điểm ƒA', E', C'}. Theo công thức Leibnitz, ta có 





MA2+ MB^2+ MC? =3MG7 tạ('C?+ 


+C"A2+ A'B2)>3(BC2+C'A2+ A'B®) (2) 
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Mặt khác, tam giác A'C' nội tiếp đường tròn 
đường kính MA = x, có B'AC' = 60” hoặc 
B'ÁC' = 120°, nên ta được (theo định lí sin) : 


B`C'= MAsin60°(= MA sin 120°) = =. 


3x? 
h + ¡2 = Ẫ 
ay B'C Em 
Chứng minh tương tự có 
2 2 
Ta. 6... 
C`A GỒ7IK và A'B PP ỦỊ @) 


Từ (2) và (3), ta được 
p?+4 +r?= Tú +y? +z?)+3MG ” (4) 


Do đó ta thu được BĐT (1) (đpcm). 

Dễ thấy rằng dấu đẳng thức đạt được khi và 
chỉ khi M trùng với trọng tâm Œ' của tam giác 
A'BC nói trên và do đó M trùng với Ớ, điểm đối 
trọng tâm của tam giác đều ABC, nghĩa là M 
trùng với tâm Ó của tam giác đều ABC. 

b) Giả sử tam giác ABC không đều. Chọn Ä⁄ 
là trọng tâm tam giác Khi đó 

1 


2 
" (34) >MA?=p” Tương tự 


l t 
2y xử và FẾS đ Vì tam giác ABC 


không đều nên, trong ba bất đẳng thức trên phải 
có ít nhất một BĐT thực sự và do đó có 

4(? tú” +r) <x? 43 +z? 
nghĩa là (1) không đúng. Nói khác đi là BĐT (1) 
là đặc trưng cho tam giác đều. 


* Ghi chú - 1) Có thể thiết lập hệ thức 
4(p?+42+r?)—(x?+y?+z?)=30M”— () 
với điểm M⁄ bất kì và Ó là tâm của tam giác 
đều ABC. 

Từ đó suy ra BĐT (1) cần chứng minh là hệ 
quả trực tiếp của hệ thức (5) ở trên. Có thể 
chứng minh (5) từ hệ thức vectơ : 

Si 
2 


3MG' = MA'+ MB'+ MC' = MO 


và do đó trọng tâm Œ' của hệ ba điểm {A', ở, C} 
là trung điểm của ÓM. 
Bài 73 (T9/236) 

Cách 1. 

Giá sử đường 
tròn (Ó,) bán kính #, 
tiếp xúc ngoài với 
đường tròn () bán 
kính ® ở D và tiếp 
xúc với hai tia ÁP, 
AC ở Mí và N (hình 
vẽ). Tia AD cắt 
đường tròn (Ó,) ở E, 
thế thì 
ÓO, = OD + DO, = 
R+R,,OA//O,E và 





AM? = AN” = AD.AE. Do đó 





AD° _AD _O NA 
AM? AE OO,' 
AD _— R_ 

AM? _ R+R 


Chứng minh tương tự, ta được 
BE”.. ŒH 8 
BM? CN? R+R 
Từ đó suy ra 
AD _BD_ CD 
AM BM CN 
Mặt khác, tứ giác lôi ABDC nội tiếp đường 
tròn (Ø) nên ta có (định lí Ptolemy) : 
AB.CD + CA.BD = BC.AD (2) 
Từ (1) và (2) ta thu được hệ thức 
AB.CN +CA.BM = BC.AM @) 
Đặt ĐC = a,CA = b,AB = c, 
thay BM=AM-c 
và CN = AN—b= AM -b vào (3), ta được 








Œ) 





AI GOẬN Hổ 
b+c-a 





(4) 


15.TUYỂN CHON .TH&TT (QUYỂN 3)-A 


Gọi L là tiếp điểm của AB với đường tròn 
tâm 7ƒ nội tiếp tam giác ABC, ta được 


O,M_ AM R._ AM 


E707 200770REPPTIEI 


Thay AL = p—a =5(b+c=a) và AM bởi 
(4), ta được 
R " 4bc 
r  (b+c— a)? 
Chứng minh tương tự, ta được 
R ni R 
l _ 4ca „ và “3= 4ab : (5) 
l4 (c+a—hb) r (a+b—c} 


Từ các hệ thức (5) này, và theo BĐT Cauchy, 
ta được 


KRr+tR,+R — bc " 
4r (b+c~— a)? 
ca ab 
+ 


(c+a—b}? ME RE 








2¿2 2 
b š 
= 2 —— 2 ; (6) 
(b+c-a)(c+a-—b}(a+b~—c) 

Vì a, 5, c là độ dài các cạnh của một tam 
giác, nên ta có BĐT 

(b+c—a)(c+a—b}⁄(c+a— b) <S abc (7 
(Đây là một BĐT' quen thuộc, bạn nào chưa biết 
hãy tự chứng minh). 

Từ (6) và (7) ta thu được BĐT cân chứng 
minh 

ÑỊ +; + 3 l2r. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi đồng thời có 
các đẳng thức sau : 
a+b—c và do đó, khi và chỉ khi tam giác ABC 
là đều. 


Cách 2. Hạ OK L AM và OP L O,M, đặt 


b+c-a=c+u-b= 


AM =t, ta được OP=KM =t—z, 


@¿P=O0,M-OK = Rị - RcosC 
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THỦ b6 lon h à 
và tan 5U .AM 7 Ai ay là 
A ÑR r “ 
{ — =———— C ` 
an TP (trong đó 2p=œ+b+c) (8) 


Lại từ tam giác ÓÓ¡P vuông ở P, ta có 


2 
(R+Rj)ˆ = (:-š) +(ị ~ RcosC)? 


hay là 
2RR.q + cosC) = fŒ -— c) (9) 
Từ (9) và (8), ta được 


5g + cosC) = ( —c), hay 
px 


_2Rr 
prủ 








S2 CÌ.- 


up - MỜ) 


Mặt khác, lại có § = jør = = nên từ (10) 














sy mi =c+[ PC ]c= v (q1) 
p_úứ prủ 
Do đó, từ (8) và (11) ta được 
R f bc 
L~ = - 5 hay 
ANH... ..... 
R s 
=. + Và hai hệ thức nữa 
4" (b+c-da) 
tương tự. 


Ta được kết quả như lời giải l. 
* Ghi chú : 
R, theo j và các góc của tam giác : 


Có thể giải bằng cách biểu thị 


A : 
R, = ptan 2|1+ tan  ) và hai hệ thức 





tương tự. 
Sau đó sử dụng BĐT Cauchy và hai BĐT sau 
lần 2 + tan 2 + tan >3, p>33z ta 


suy ra được BĐT cần tìm. 


Bài 74. (T4/237) 
Kẻ KK4,//LL(IIBB`. Theo định lí Thales 


ta CÓ : 
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K TÝ= 
A'K_ CA' 
BK, CB' BA' 
T ợ ốc 
ừ (1) và (2) ta có KK, CA" BB' @) 


Xét tam giác ABC với AA', BH là phân giác 
ta có 











BA'_ AB c : ab 
GÀ sÁc gang é) 
BK_ ác 
Từ (3) và (4 L= -—: 
DJ VI SEMTR Là = tàng BE" 
Bh _ ạC | 
Tương t có 
ương tự ———~ Ti To BE" nên 
BK, B 
bi DI cá (5) 
KK, ` EHị 
Ta lại có BK,K = 180” - KKC = 1809 — 2. 


^~ 


BL,L = 180° ~ LL,A = 180° = 


Suy ra BK,K = BL,L. 

Từ (5) và (6) ta có ABK+K œ ABL)L. 

Suy ra LBH\ = KBK\, 

vậy BP' là phân giác góc KBL. 

Bài 75 (T5/238) 

Lời giải. Trước hết ta phát biểu và chứng 
minh Bổ đề sau đây. 


Nếu trên các cạnh 8C, CA, AB của tam giác 
ABC lấy các điểm tương ứng M, N, P và các 
điểm M,, N;,, P, theo thứ tự đối xứng với M, N, 
P qua các trung điểm tương ứng của BC, CA, 
AB thì diện tích các tam giác MịNIHị, và MNP 
bằng nhau. 


Chứng minh bổ đề. 


Đặt a, 5, c và x, y, z là các độ dài của BC, 
CA, AB và BM, CN, AP tương ứng. 


Hình ï 
Sử dụng công thức 
2Sagc = absinC ta có (h.l) 


Sgụp _ BM.BP _ x(c-z) 
SABC R BC.BA k qc Ẻ 











SCMN = y(4 — x) 


SapN _ Z(~ y) 
SABC bc 


Từ đó tính được 


ŠMINIM = SP 


s ABC 


SMNE. 


. Tính tương tự được 
SApC 


ABC 


hay S.MP, = SNp- 





Trở về bài toán. 

Gọi Áo, Bọ, Cọ theo thứ tự là trung điểm của 
ĐC, CA, AB. 

Gọi A;,B;,C; theo thứ tự là các điểm đối 
xứng với ÁA,,BỊ,C 
BgCo.CạÁạ. AsBạ (h.2). Áp dụng bổ để trên thì 
Š4;pc; =Šxmc,- Ta có AABC ơœ AAgB,Cạ 


qua trung điểm của 


(các cạnh tương ứng song song). Trên hai cạnh 
tương ứng BC và BọCg ta có 


16.TUYỂN CHỌN..TH&TT (QUYỂN 3)-A 


A;Bạ _ A¡Cc _ MB 


AC; AiBạ MC 





(Vì AiBeẹ//MC) suy ra A; và M là hai phần tử 
tương ứng trong hai tam giác đồng dạng đó. 
Tương tự, ta cũng có Ö; tương ứng với N, C; 
tương ứng với P. Vậy AA,B,C; tương ứng với 
AMNP, do đó chúng đồng dạng, và ta có 
ŠA»BaC; c1 


SưAp — 4 
Mà S2 zc, = SÁ›B›C› 


nên C456 — 1. 

Sưnp 4 
*% Ghi chú : Bài toán trên còn có thể giải 
theo hướng sau. 

Gọi 7, J, K theo thứ tự là trung điểm của MN, 
NP, PM. Ta có AIK//B,J vì cùng song song 
với các cạnh và các đường chéo của lục giác lồi 

2 1 


Bài 76 (T5/239) 

Gọi ï là tâm đường tròn nội tiếp tam giác 
ABC và È là giao điểm của tia CO) với AB, ta có 
ABCE cân đỉnh B ( CEB= A+ ACE = 
HCB+ HCE =ECB). Mà BO› là đường phân 
giác trong của 
EBC , HNÊn fa CÓ 
BO; L CO¡. Chứng 
minh tương tự, ta 
có AÓ; L CÓ; và 
suy ra 7 là trực tâm 
ACO¡OÓ;. Gọi K là 
giao điểm của tia 
BO; với EC, ta có 
Ó,KC = 45° (vì 
CÓ,,COÓ, là các tia phân giác của hai góc kể 
phụ nhau) nên ACÓ;K_ vuông cân và ta có 
KC = KO,. Suy ra ACKI = AO,KO| (g.c.g) và 
do đó Ó¿Ø; = C¡. Như vậy bài toán trở thành 
tìm vị trí của C sao cho C7 có giá trị lớn nhất. 
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Gọi D là giao điểm của tia C7 với cung AB (đối 
xứng với cung ACB qua 4Ø), do C7 là đường 
phân giác của AABC ta có D là điểm chính giữa 
của cung này. Ta lại có DJ = DA không đổi (vì 


ADAI cân do DAI = DAB + BÀI = DCB + CAI 
= ICA + CAI = DĨA). 

Như vậy, Cï = CD - Di = CD - DA, mà DA 
không đổi nên C7 đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ 
khi CD đạt giá trị lớn nhất, tức là bằng 2# hay 
C là điểm chính giữa cung 48 đã cho. Khi đó 

O,O; = C¡ =2R- R42 = R(2-42). 

Bài 77 (T9/240) 

Trong tam giác ABC ta có 

a = 2Rsin A,b = 2Rsin B,c = 2RsinC, 


2 


sin°ø+sinˆ B+sin”C = 2(1+cosAcosBcosC) 


VÀ r= 4Rsin 2 sin S sin= . Từ đó ta thấy BĐT 
cần chứng minh zˆ +b2+c? <8R2+4r? (1) 
tương đương với BĐT 


cos Ácos 8cosC < 8sin? SsinẺ 2 sinẺ Š = 
= (l— cos Á)(1 — cos )(1 — cos C) (2) 


se Nếu tam giác ABC vuông hoặc tù thì (2) 
hiển nhiên đúng. 

eNếu tam giác 
cos Á cos Bcos C > 0. 


ABC nhọn thì 


A 
Đặt x = tan—,y = by” 2 = anẸ (x,y,z >0), 














2 2 
thế thì : 
2 — 
co Á =—— `  ,cosB = —, 
l+x + 
2 
Ta ˆ— và do đó 
l+z 
2 2z 1 
(2) _. r z>— 
l-x“ I-yˆ 1-z x⁄ 


3) 


© tan A.tan B. tan C > cot 2..c0t..c0t< 
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Thật vậy, chúng ta đã biết trong tam giác 
ABC (nhọn) có các hệ thức sau : 


tan A. tan Ö. tan C = tan A + tan B + tanC (4) 


S A B C A B C 
Và COf—COf—COf— = COt— +COf— +COt— 


2 2 2 2 2 2 lời 

Mặt khác, ta có : 
_ 2sin(A+B) _ 
TEEN âu EU Di 2cosÁcosð - 
- 2snC 2sinC 
_ €0s(A - 8)+ cos(A + 8) ˆ 1—cosC 
C 

= 2cot> (6) 


và hai BĐT tương tự. Cộng theo từng vế các 
BĐT (6) ta được : 


tan A + tan 8 + tan C 


A B C 
> =. AE, . 
> cot 2 + cot 2 + cot 2 (7) 


Từ (4), (Š) và (7) ta thu được (3) và do đó 
được (1) (đpcm). 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi : 

cos(A — B) = cos(B - C) = cos(C — A) = Ì 
hay tam giác ABC là đều. 

* Ghi chủ 

1) Có thể sử dụng kết quả bài 63 (T9/224) : 


r.(a=b)+(Œb =6 +(c=a) , 


ẽ 16#? z3 (8) 
và hệ thức sau : 
2(ab + be + cả) — (4ˆ + bỂ + c”) = 
=40` + 4Rr) (9) 
Chẳng hạn, sử dụng công thức §$= pr= se 


và công thức Héron 
S” = p(p~ a)(p ~ b)(p~ c) = 
= p(p(bc + ca + ab)— p — abc) 


sẽ thu được (9). 


Từ (8) ta được 

16Rr + (a— b)ˆ +(b— c)° +(c— a)? <8R2, 
hay là 
16Rr+2(42+bˆ+c?—~ab—bc—ca)<8R2 (10) 

Từ (10) và (9) ta thu được BĐT (1) cần tìm. 


2) Có thể sử dụng phương pháp vectơ kết 
hợp với lượng giác để giải bài toán trên như sau : 


Với điểm Ó bất kì ta có : 

=2 =2 c1. c —¿ 
BC +CA +AB =(OB-OC) + 
+(OC - O4)? + (ÓÄ - OB)?. 


Nếu lấy Ó là tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC thì ta được hệ thức sau : 


d2 +b° +c? =2(OA? +OB? + OC?)— 
-2(OA.OB + OB.OC + oC.OA) 
= 6R” —2R?(cos2A + cos2Ö + cos2C) 


= 8R” -2R?(l +cos2A +cos2Ö + cos2C) 


Vì vậy, BĐT (I) cân chứng minh tương 
đương với 


R”(1+cos2A+cos2B+cos2C)+2r? >0 


Mặt khác, từ các BĐT quen thuộc : 


q1) 


R>2r và cos2A +cos2B + cos2C > = 


ta thu được (11). 
Bài 78 (T10/240) 
L) Đặt (Óx, ÓM) = aø, thế thì (Óx, ON) = 


z+5(0<ứ < 2z) và tanz=&, 





Trong hệ toạ độ Óxy vuông góc thì y = kx 


và y= x4 tương ứng là phương trình của các 


đường thẳng OM và ON. Vì M và N thuộc (E) 
nên : 


2 _ (I+k?)a”b? 








OM? =x1+y? = 
l . k?a? + b2 
02 „ 0 LẺ ch” 
k?b? + a? 
Từ đó 
1 1 l1 1 : 
+ =——+— (không đổi) (1) 
OM?) ON? ua? b : 
và 
1 1 k-. (@ b7} 





= + : (2) 
OM})ON} a°b° (1+? a3p$ 


2 


Đặt ƒ(k) = : đễ thấy rằng 
| 


(1+ k2}? Ì 


0< ƒŒ&)< i @) 


(suy từ (1 — #)” = 1 + kŸ— 2# > 0). 


Từ đó suy ra 


1 ] Ẹ +b2 
————~—Š—————<|————. 
a?b” OM?ON? 2a?b? 


Và do đó 

1 | a”b2 

2 4b 3 ŠowN = 20M.ON SGI EE: (4) 
Như vậy 


maX So =S k=0 khi đó 


ØOM và ON là các bán trục lớn và nhỏ của (E). 
a?b? 
min So„wy =~z—~;¿ ©* k= ‡l, khi đó OM 
a“+b 
và ÓN là phân giác của các góc vuông tạo bởi 
các trục toạ độ xx và yÓy, cũng tức là dây 
cung ÄN là một cạnh của hình vuông nội tiếp 
elip (E). 


229. 


2) Vì OH là đường cao hạ xuống cạnh huyền 
MN của tam giác vuông QMN nên 

“5... .ẻẽ ˆ... 

OH OM? ON? a2 b 





2 2 
qd“+b r 
" (không đổi). 
a2p? 
Do đó 
OH = db 


NEEETA 


Suy ra H thuộc đường tròn (Ó) có tâm Ó, 


ab 
Na? +b? 
tiếp xúc với đường tròn (Ó) nói trên. Có thể dễ 
dàng chứng minh rằng nếu một dây cung MMN 
nào đó của elíp (E) mà tiếp xúc với đường tròn 
(Ó) bán kính r thì OM L ON (hãy chứng minh 
điều đó). Ta đi đến kết luận : 


Quỹ tích của H là đường tròn tâm Ó, bán 


bán kính r = và dây cung MN luôn 





MiiliSE 
Na? +b?. 
* Ghi chú 
1) Từ hệ thức (1) có 
sẽ... hs... 
OM?) ON? a2 b` 


suy ra ÓM ?ON? đạt min(max) 


©  OM?+ON?=MN? đạt 
tức là : 


min(max) 


SOMN = 2OM.ON đạt max(min) 


<>MMN đạt max(mnn). 

Tuy nhiên, việc tính MN? =OM?+ON? 
cho biểu thức phức tạp, công kểnh hơn biểu 
thức OM?.ON”. 

2) Có thể tính So„„ theo 4a, b và góc 
œ=(Ox, OM) hoặc 8= (0x,0N)=ø+2. 
Bằng cách tính này, ta được 


a2p? 
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ÔNG Ca Ÿ 

a2? -c? cos? la + :] 
2 

(trong đó c?=a?—b?) 

và do đó 

Aa*p* 

4Sôm “—T——1— 312.” 

4a“b“ +(a“ — b“)“ sinˆ 2ø 


SH đạt max(min) 

© sin? 2ø đạt min (max) 

«© 2sin” 2z =0 (hoặc l) 

Sown đạt max © ø =0 hoặc = Z 


7 
Son đạt min ©> # = +1 hoặc 


e-(£-9 
„=....- 


Cuối cùng cũng đi đến kết quả như trên. 

Bài 79 (T5/241) 

Ta có SApw = SACh =5 Bác: Mặt khác 
AM>h (h là độ dài đường cao của tam giác 
ABC kẻ từ 4). 





4 2h 2AM AM 

Suy ra —=——— = (1) 
ở ŠApgC ABC  SABM 
2 a+b+c 
] “ (2) 
Ƒự ABC 


Từ (1) và (2) suy tiếp ra : 


a b 
AM+~+>~+ 

g r ABM học 
vụ + >2( +2) 
12 r4 


Đẳng thức xảy ra khi AM = h tức AABC cân 
tại A. 

Bài 80 (T9/241) 

Trước hết, trong bài toán này chúng ta cần 
đến những hệ thức lượng giác đã biết sau đây 
trong AABC. 


đất” abLE t&@ =đGï sự di đq) 
2 2 J2 ý 

cos Á +cos +cosC — Ì = 4sin2 sin2 sin (2) 
tanA +tanB+tanC =tanAtanBtanC (nếu 

AABC không vuông) 


tan A + tan B + tan C > cot© + cotL + cotS 


(nếu AAĐC nhọn) (4) 


Ba hệ thức đầu là những bài tập quen thuộc. 
Ta chứng minh BĐT (4). Trong tam giác nhọn 
ABC, ta có 


sin(A + B) 
tan A + tan 8 =——————— 
Kệ G2; cos Á cos 8 

2sinC 


cos(A — Ö) + cos(A + B) 





và hai BĐT tương tự đối với 2cotS và 


2cotC. Cộng theo từng vế ba BĐT đó, ta thu 
được BĐT (4). 
Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ 


khi cos(A - B) = cos(B — C) = cos(C —- A4) = I, 
nghĩa là khi và chỉ khi A ABC là tam giác đều. 
Nhờ các hệ thức (1) và (3), từ (4) ta được 


A B C 
> ca. = — 
tan A tan Ö tan C > cot z cot 2 cot 2 (®) 


Từ đó, sau khi thay 





sin Á = 2sin 2 cos2; 
và những hệ thức tương tự vào (5) ta được BĐT 
sau : 


(1— cos Á)(1 — cos 8)(1 - cosC) 
> cos Ácos 8cos C (6) 


2sinẺ 2 = 1—cos Á 


Từ (6), ta được 


cosA +cosB +cosC +cosÁcosB+cosBcosC + 
cosC cos A > 2cos Ácos ÖcosC. + 


+2(cos Á + cos + cos C) — Ì Œ) 
Mặt khác, từ (6) và (2), ta được 


: vu” C 


5. 
hay (vì cos A,cos 8,cosŒC đều dương) 
A. B.,C 
Ý < 4sin—sin— sin = 
2cos Acos BcosC < 4sin 2 sin 2 sin 2 


= cos Á +cos 8 + cosC - Ì ; 


cos Acos 8cosC < 8sin? Ssin 


hay là 


cos Á +cos + cosC > l++/2cos Acos BcosŒ 
Từ đó 
2(cosA +cosB +cosC) - Ì + 2cosAcosBcosC 


> (1+^A/2cos Acos 8cosC}? (8) 

Bây giờ ta chứng tỏ rằng các vế trái của BĐT (7) 
và BĐT cần chứng minh là bằng nhau, nghĩa là : 

sin Asin B + sin 8 sin C + sin C sin Á 

= cos Á +cos + cosC + cos Ácos Ö + 

+cos 8 cos C + cos C cos Á (9) 

Thật vậy, trong AABC ta có 


cosÁ = —cos(B + C) = sin BsinC — cos BcosC, 
hay là 

sin Bsin C = cos Á + cos Öcos C 
và hai hệ thức tương tự. Cộng theo từng vế ba hệ 
thức này, ta được (9). 

Cuối cùng từ (9), (7) và (8) ta thu được BĐT 
cần chứng minh. 

Dấu đẳng thức ở BĐT cần chứng minh xảy 
ra khi và chỉ khi tam giác ABC là đều. 

* Ghi chú. 

Cùng với BĐT cần chứng minh ta có thêm 
BĐT sau đây đối với tam giác ABC bất kì : 


sin Asm Ö + sin Bsin C + sin C sin A 


2 
< (cos Á + cos 8 + cos C)Ÿ -(+z) § 
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Bài 81 (T8/242) 


























Giả sử A>S. Khi 462 e(5.2). 
Ta có 
Vi” 
tần + lan C = T——= 
COS~ COS~ 
snZ2†€ 
= 2 
1 +€ B- 
Íeœ 5 +COS 2 ) 
sin21?€C 
> 2 
2e #2 +1] 
2 2 
Sỉ B+C 
= 2 
". 
4 





= 2tan 


Do vậy 


A B C A 
— —> — 
HỌNG SEẦ1 10002, tan +2tan| 2 2) Œq) 


Hàm số ƒ(4) = n2 +20an| 2) đồng 


biến trong T- : . Thật vậy, ta có 


l l 





z A 
COS co"[T~4)5 co” 2 s 
2cos 2 Ccos? ˆ..' 


Do đó, từ (1) ta có 


ƒ(4)= 


A B C 
tan — + tan — + tan — > 


2 2 2 
> BI, 
tần + 2tan 2 4 xJ3 
(do tan =2=3). 
Đẳng thức BÒ ra khi và chỉ khi 
2T. 
A= :B=C=— 
Ki. ề s 


* Ghi chú : Có thể chứng minh trực tiếp bất 
đẳng thức 
tan 2 +20an| -3)> > tan— + 2tan-— 
2 4 4 3 12 
mà không cần sử dụng phương pháp đạo hàm. 


HÌNH HỌC KHÔNG GIAN 


Bài 82 (T10/219) 
Vì tứ diện ABC?D là gần đều, nên các mặt là 
những tam giác bằng nhau : 
ABCD = AADC = ADAB = ACBA. Gọi s là 
diện tích của mỗi mặt, £ là bán kính đường tròn 
dhc 


ngoại tiếp mỗi mặt và do đó, Š = 4s = —_—; thế thì 
bˆc” ca ab S 


tương đương với BĐT 


a?+bˆ+c? <9R2 (q) 
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Gọi Ó là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
AC, ta có : 

a?+b?+c? -BC. +CÄ” +AB. 

= (ÓC - OB)? + (OAÄ - ÓC)? + (0B - 0A}? 

= 6Rˆ - 2(OB.OC + OC.OA + OA.OB) 

= 9R? ~ (OA + OB + OC)}? < 9RỀ. 

Dấu đẳng thức đạt được khi và chỉ khi 
OA + OB + OC =0. nghĩa là O trùng với trọng 


tâm Ở của tam giác AĐØC, và do đó ABC là một 
tam giác đều và ABCD là một /ứ diện đều. 


* Ghi chú. Có thể sử dụng công thức 
Leibnitz với điểm M bất kì, còn Ớ là trọng 
tâm AABC : 


MA? +MB? +MC? =GA? +GB?+GC2 +3MG? 
= s2 +b? +c?)+3MG”. 


Cho điểm M trùng với tâm Ó của đường tròn 
ngoại tiếp AABC ta có ngay 
9R? =a? +bŸ +c?+90G2>a?+b?+c?. — (1) 

Bài 83 (T10/222) 

Cách I. Giả 
sử mặt cầu (Ì, r) 
nội tiếp tứ diện 
ABCD tiếp xúc 
VỚI các mặt 
(BCD), (CDA), 
(DAĐB) và (ABC) 
lần lượt Ở 
Ag.Bọ.,Cg và 
Dạ (hình vẽ). 





Vì Ó nằm trong tứ diện nên OAi và TÁo 
cùng chiều, do đó 


OÁi.lÁo = OA,.r > 0, ta được 
OAi.OI = OAn.(OÁ) + AI4o + Aa) 


= OÁI + OÁI.Ag] = OAỆ ~ rOA,. 

Từ đó cùng các kết quả tương tự và chú ý 
đến giả thiết 

OÁi +OBi + ÓC: +ODi =0 q) 
ta thu được 

OA? +OBỆ +OC? +OD? - 

-(OA: + OB, + OC¡ +ØD,)z 
= (OÁt +OB\ +ÓC) +ØD\).OI =0 


h OA? +OB} + OC? +OD} 
AY r=—————-— 
ÓA¡ + OB¡ + OQ + ÓD, 


Mặt khác, theo bất đẳng thức Bunyakovski : 
4(OA? + OB} + OC} +ODỶ) 


> (OAi +OB, + OC, + OD,)Ÿ (3) 
Từ (2) và (3) ta được BĐT cần chứng minh 
ÓA +ÓB) + OQ +OD), < 4r (4) 
Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
OA, =OB, =ÓC, =OD, tức là O = 1 © 
IÃo +1Bo + ICo +ID¿ =0 @®) 


Nếu gọi S%,Š›,Š; và S„ là diện tích các mặt 
của tứ diện, tương ứng đối diện với các đỉnh A, 
B, C và D, theo định lí "con nhím"”, ta có (vì 
lA, =IB, = IC, = ID, = r) 


S,IÁo +81B, + SJCo + S,.IDe =0 


Từ đó suy ra (Š) © $J=%=$%; =% © 
ABCD là một tứ diện gần đều. 

Cách 2. 

Gọi m,m;,r;, nạ theo thứ tự là vectơ đơn vị 
pháp tuyến ngoài (pháp vectơ đơn vị ngoài) của 
các mặt có diện tích S¡,S;,5, ŠS„; và các mặt đó 
tương ứng đối diện với các đỉnh A, 8, C và D 
của tứ diện ABCD. Thế thì điều kiện (1) được 
viết lại như sau : 

OAr2, +OBj2, +OC,j2, +ODj2¿=0 — (6) 


Mặt khác, theo định lí "con nhím”, ta có hệ 
thức 
Siấ +62, + 92 + 5,2, = 0, 
Từ đó suy ra 
ÓA B 
Si n N 
_ OA¡ + 0B + ÓC + OD\ 
`, 


tp 


ÓC, 


OD, 


Œ) 


(rong đó S+8 + tẩy ấy =TC là diện 


tích toàn phần của tứ diện). 


233 


Từ (7) và BĐT Bunyakovski có 

OAi + OBI + ÓC + OD, _ Si. OÁI 
Sịp _ cử 

 . ..ẽ 8. 

_ 3V 

`... 


4x3V _ đâur — Ár 
JW% +) §tS) 6 lơ 


tp 
Từ (8) ta được BĐT (4) cần tìm. 
Đẳng thức ÓA; + OB¡ + ÓC +ÓD, =4r đạt 
- ABCD là một tứ điện gần đều. 

* Ghi chú. 1) Về thực chất, cách giải l 
không cần đến định lí "con nhím”" vì ta có thể 
chứng minh trực tiếp (bằng phương pháp thông 
thường), nếu các tâm các mặt cầu nội và ngoại 
tiếp một tứ diện mà trùng nhau thì tứ diện là gần 
đều. Còn cách giải 2 sử dụng định lí "con nhím” 
và phương pháp thể tích. 








2) Kết quả của bài toán có thể tổng quát hoá 
cho một khối ø — diện lồi ngoại tiếp được một 
mặt cầu (cũng vậy, trong mặt phẳng cho một ø 
— giác lôi ngoại tiếp được một đường tròn). Khi 
đó, trong BĐT (4) số 4r được thay bởi số ør. 

Bài 84 (T9/223) 

Ta giải bài toán tổng quát với chóp ø — giác 
đều bất kì S.A¡4;...A„ và sử dụng góc có hướng 
giữa hai đường thẳng trong mặt phẳng. Gọi A là 
giao tuyến của (P) và mặt phẳng đáy hình chóp, 
gọi M; là giao điểm của A với đường thẳng 
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A/A,i¡ (= 1,2,..., 0n; quy ước Á„„¡ = Á¡). 


+ 


Giả sử đa giác A¡4;...A, có hướng dương, 


thuyền 2 Bì đu 
thế thì (A;A4,,1,;,1;:2› ==— đà góc ngoài 


‡ 
của đa giác đáy ở đỉnh A;„¡) và nếu đặt 
*, =(A,4;A,,¡) (mod 7) thì ta có hệ thức 


(xét tam giác A,,M,M,. 4) : 
2 
#\j mu, # _ (mod Z) 
n 


hay là 


X;¿—X; = = (= ø) (mod 7. 


Từ đó 
xị Sai + =ĐẾP = ăn + Đế 


(=1,2...., n). 
Gọi H, là trung điểm cạnh A,4,, thì 
OH, 1 (A,A.,¡) và OH, =r (bán kính đường 


tròn nội tiếp đa giác đáy). 


† L 


G2 "..—. ... — 
Từ đó ÓOM, = RE và tang, “Øm. (h = SO). 


}ị /† h 2 
Suy ra 3 tan” ữ, = >2) sin” x, = 
r 
i=l 


= DỊ s] 


Bài toán quy về chứng minh 5 sin” Xị 


¡=] 


không đổi. 
I-cos2x I 1 
.- 2 l ^ 
Thay sin“ x, = nẽỶ 3 —5€052%i ta 
được. 


sàn Xụ =š-3|Š man) = : 


Để chứng minh M =  cos2x, = 0, 


;=] 


2 
(với x; = xị +(¡—1) ^^”) ta chứng minh 
H„ 


2sin Š.M -dÍa -2“] 
2 H 


Thật vậy . 
ơ nà] ơ 
2sin-— .M = TU Ếnh +iØ) 


2n-—] : ___Œ 
2 z]~sn|2x-Š 


n—Ì ,_ HŒ 
2co| 2u =Ặ.. =0. 





sin [2w + 


n 


" 2 
Kết quả là Ð tan” ø, = ] không đổi. 
/=l 5 


Bài 85 (T10/223) 

Cách ï. Hai đường cao AA, và BBọ nằm 
trong mặt (ABH) đi qua cạnh AB của tứ diện ; 
(ABH) L CD. Cạnh CD cắt mp(ABH) tại K. Mặt 
phẳng chứa mặt (ABK) cắt mặt cầu ngoại 
tiếp tứ diện ABŒD theo đường tròn ngoại tiếp tứ 
giác ABA'P' (xem hình vẽ) do đó 

HA.HA' = HB.HBE' () 





Lại vì ABAsØạ cũng là một tứ giác nội tiếp 
nên ta có 
HA.HA, = HB.HB, (2) 
Trừ theo từng vế của (I) và (2), ta được : 


HA.AgA' = HB.BạB' @) 


Suy ra 
A,A'= B,B'<© HA = HB. 

Chứng minh tương tự, ta đi đến kết luận : 

A,A'=B,B'=C,C=D,D' 

© HA=HB=HC-=HD 

© H=Ó (tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD). 

Từ đó Á, là tâm đường tròn ngoại tiếp ABCD. 

Như vậy, A, vừa là trực tâm, vừa là tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD, nên BCD 
là một tam giác đều. Chứng minh tương tự, tất 
cả các mặt của tứ diện ABCD là những tam giác 
đều, do đó ABCD là một tứ diện đều. 

Cách 2. Xét tứ giác nội tiếp ABA'' ta được : 

AA'B= AB'B và A'AB'= A'BB' cũng tức 
là : 4gA'B=BạB'Avà HAB'= HBA' Vậy 
nếu Ag4' = Bọ thì suy ra AAgA'8 = ABạB'A 
(gcg) và do đó BA' = AB. Từ đó ta được 
AHAB = AHBA', và do đó HA = HB. Chứng 
minh tương tự có HA = HB = HC = HD, nghĩa 


là H trùng với tâm Ó mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
ABCD, và do đó ABC?D là một tứ diện đều. 


Cách 3. Sử dụng kết quả của bài toán sau : 
Nếu H là trực tâm của tứ diện trực tâm ABCD 
thì ta có : 

HẠ' _ HB'_ HC'_ HD' _I 

HAẹ HBạ HC HDẹ 3` 

Vì vậy AgA' = BạB' = CạC'= DạD' 


© HÀug = HBọ = HCọ = HDọ 

© H =ïÏ (Tâm mặt cầu nội tiếp tứ diện trực 
tâm ABC?D). 

Từ đó suy ra được ABC?D là một tứ diện đều. 

Bài 86 (T10/224) 

Dựng hình lập phương AB,CD.C,DA,B 
ngoại tiếp tứ diện đều ABCD, hình lập phương 
này có độ dài cạnh bằng A2. Chọn Ð¡ làm 
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gốc Ó của hệ trục toạ độ Descartes vuông góc 
OÓxyz sao cho A e Óx, 8 e Óy và C e Óz. Thế 
thì, trong hệ toạ độ này, ta có 


ACV2 :0;0),B(0 ; V2 ;0),C(0 ;0; 2), 
D(2:42;42) và TP 





2 
UY ra 
s_[2._v2 *2)s-| 2 .x2 : 
si TC 198Y7.1S00) \S57032Đ8E-M 








Gọi £ =(x;y;z) là vectơ đơn vị của đường 
thẳng A, thế thì 
=Ìz.s8|,sc' = Ìz.s€| 


và SD'=|Z.$DÌ. Từ đó ta được (với chú ý rằng 





. Nợ +z? =lÚ); 


x=SA"“+sB ¿sC^+SsD° 


2(Cx*y+z)'*@~y+2)f 4 


(œx+y-z)'+œx+y+z) 


+ 
=l+ 4(x2y? + y?z? +z7x”) 
mm n" 
<l+„~(Ý+y +z} =z. 
SA vở X =3 
7 A4... 
VẬY Smạy =2 €2 X SG đN- 
© lxÌ= || =lzÌ = na Suy ra có bốn vị trí của 
3 


A thoả mãn điều kiện tổng s đạt giá trị lớn nhất, 
tương ứng có vectơ đơn vị chỉ phương là : 
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(%-+-4)(#$-#) 


c‡-+‡)r+ả) 


Đó là bốn đường thẳng SA, SB, SC và SÐ đi 
qua các đỉnh của tứ điện đều. 

Bài 87 (T9/225) 

Gọi V, Š và r lần lượt là thể tích, diện tích 
toàn phần và bán kính hình cầu nội tiếp tứ diện 
MNPQ ; XY là đoạn vuông góc chung của hai 
đường thẳng x và y, X trên x và Y trên y, XY = dđ, 


(Œx,y) = 





V= cMN.PO.XY sin(+x, y). 


hay : V= cabd sinø không đổi. Từ đó suy ra : 

r đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi Š đạt giá 
trị nhỏ nhất. 

Hạ MM\ 1 y, NN¡ L y, và PPq 1 x, QỚi 1 x, 
gọi Mị.N,.P,.O, tương ứng là chân các đường 
vuông góc đó, ta CÓ : 
2S5=MN(PP\ + GQ)) + POXMM) + _)NN)) = 25 +25, 
trong đó : 2S = 2(PH¡ + OO,) 
và 2% = b(MMI + NN)). 


Ta chứng minh rằng S,SŠ; đạt giá trị nhỏ 
nhất khi và chỉ khi $ đạt giá trị nhỏ nhất. Thật 
vậy, hãy chiếu toàn bộ hình vẽ lên một mặt 
phẳng ơ nào đó vuông góc với x ở điểm Ó. Gọi 
y là hình chiếu của y trên ơ, trong đó O, H, P' 
và Ở' theo thứ tự là hình chiếu trên ơ của X, Y, P 
và Q. Dễ thấy rằng OH // XY, OH = XY = d, 
PØ = PQsino nghĩa là PQ' = b'=bsinø 
(không đổi) ; cũng vậy Ph=OP' và 
90, = OOQ' và Ph, //0P', OQ0, //0Q'. 

Từ đó 2%, = a(OP'+ OQ'). Suy ra 

9; đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi 
ÓOP'+ÓOQ' đạt giá trị nhỏ nhất 

Vì OH LP`Q',OH =d và PQ = b = 
bsino nên tam giác OP'Q' có diện tích không 
đổi. Từ đó dễ thấy rằng tam giác ØP'Q' có chu 
vị nhỏ nhất, cũng tức là ÓP' + OQ' đạt giá trị 
nhỏ nhất, khi và chỉ khi nó là tam giác cân ở O, 
cũng tức là khi và chỉ khi P' và @' đối xứng với 
nhau qua #!, và do đó P và Q đối xứng nhau 
qua Ÿ. 

Bài 88 (T9/226) 

Giả sử M4 khác G và đường thẳng ŒM không 
song song với cạnh nào của đáy ABC. Gọi 
AI, Bị và CI 
là giao điểm 
của đường 
thẳng  GỚM 
theo thứ tự 
với các 
đường thẳng 
BC, CA vàAB; 
thế thì các 
điểm A', 
và CT chính 
là giao điểm 
của các đường thắng DAÁ¡, Dị và DC; với 
đường thẳng đi qua Ä⁄ song song với DG 
(hình vẽ). 

Vì Ở và Mí đều nằm trong tam giác ABC và 
MA'//GD nên 





MA'>= MA Gp - MAI MAI =. Gb= 


bu3Êu GD GÁI 


17.TUYỂN CHỌN.,TH&TT (QUYỂN 3)-A 


_ SMBC GD = 3S„pc .GD q) 
— ŠGgC SABC 


và hai đẳng thức tương tự : 


MB'= }B Gp - 3ŠcA Gp (2) 
GD ABC 

MỀ' = ⁄`Gp - 3Š^s cp 3) 
GD ABC 


Cộng theo từng vế (1), (2) và (3), ta được 
MA'+ MB'+ MC' = 3GD 4) 
Từ đó suy ra: DÁ'+ DB'+DC'=3GM_ (5) 
Từ (5) ta được bất đẳng thức cần tìm 
DA + DB*+ DC' > 3GM (6) 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi M = G 
(lúc đó A', B' và C' đều trùng với D). 

* Ghỉ chú : 1) Bất đẳng thức (6) không chỉ 
nghiệm đúng với những điểm M nằm trong tam 
giác ABC, mà đúng với mọi điểm A⁄ thuộc mặt 
phẳng đáy ABC. Thật vậy, khi M là một điểm 
bất kì thuộc mặt phẳng ABC, ta vẫn có các đẳng 
thức (1), (2) và (3) duy chỉ có điều là thay các 
độ dài không thường bằng các độ dài đại số, các 
diện tích thông thường bởi các diện tích đại số. 
Chẳng hạn : 


Với chú ý rằng 
ŠMBC + ŠwCA + SwAbB = SAsc với mọi Ä c mp 
(ABC), ta thu được (4) với (5) và do đó được 
BĐT (6). 


2) Có thể thay tứ diện (chóp tam giác) 
D.APC bởi chóp n-giác S.AA¿...A„ (n > 3). 

Khi đó, BĐT (6) được thay bởi BĐT 
2 _SA; > nGM. 
i=l 

Bài 89 (T9/227) 

Đặt BC=a,CA=b,AB=c, thế thì 


a7 =b?+c2, b° =c?+a?, c?=au?+b2, 
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Theo định lí côsin 


pb2+c'2_ g1 a? 
cosÁ =———- = 





2b'c bị 
Do đó 
cos Á a? a? 
tÁ= = =— ;từđó 
le 9tr DRỊM.A. 7 DU SHEA ` 26 š 


3 
acot Á =5s (trong đó $ là điện tích tam 
giác ABC) và hai đẳng thức tương tự. Cuối cùng 
thu được 
a+bh)+c) 
25 
Mặt khác, nếu V là thể tích của tứ điện vuông 


Œ) 


œcot A + bcot 8 + ccot C = 


O.ABC thì ta có hệ thức 6V = abc =2§h; — (2) 
Từ (1) và (2), ta được 
3 3 3 
J66LA')Beufkbil=ze sét jl) 
qabc 
Theo bất đẳng thức Cauchy 
a”+b)+c ` >3abc (4) 


Từ (3) và (4) thu được bất đẳng thức cần tìm. 

Dấu đẳng thức đạt được khi và chỉ khi a = b 
= c, tức là tứ diện vuông cân. 

Bài 90 (T10/228) 

Kí hiệu độ lớn các mặt của góc tam diện 
đỉnh S như sau BSC = ơ, CSA = Ø, ASB =ƒ 
Vì z+j+zy = 180” nên có thể xem ø, Ø và 7 
là ba góc của một tam giác nào đó. Tổng diện 
tích ba mặt bên của hình chóp bằng : 


13/3 343 


l 
2 Gin# +sin Ø + sin7) < 2. TP SÊS Tê 


Đặt ĐC = a, CA =b,AB=c,a+b+c=2p; 
sử dụng định lí côsin, ta tính được 
lá 


qa= 2sin S.,b = 2sin 2 ,e = 2sin2. 


Ta tính được diện tích đáy ABC của hình 
chóp theo công thức Héron : 


Sagc = x|p(P- a)(p— b)(p~ c) 
< jp(#=2+#zÐĐ+ữ-9Ÿ „ ph 
3 27 
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Ø 8 ' 
p? (n5 + snể + snZ ] 


ý ó. 620. ¡ X0 2.22 
ABC S5 3 3 
g3 
cm 
4.343 4 
Từ đó suy ra diện tích toàn phần của hình 
chóp không lớn hơn ——— An n =A3. 


Dấu đẳng thức đạt được khi và chỉ khi ø = Ø 
= „= 60°, tức là khi hình chóp S48C là một tứ 
điện đều. 

Bài 91 (T10/229) 

Gọi & là bán kính mặt cầu (Ó), thì 
GA.GA, =GB.GB, =GC.GC, =GD.GD, = go) 


= Rˆ-0G? 
Do đó 


GA, + GB, + GC, + GD, = (R” - OG”) x 


*Íš*8g* se *eB) (l) 
GA GB GC GD 


Lại có 

› —- --. ý 
A(Rˆ-0G?)=OÄ +OB +OC +0D. -40G 
=(O6G + GẢA)? +(OG + GB)? + (0G + G€ + 
+ (0G +GD}? -40G? = GA? + GB? + GC2 + 
+ GD? +2O6(GA + GB + GC + GD) = GA? + 


1GN?+GC? GB ˆŠ 2(0A +GB+GC +GD}. 


hay là - 


R?-OG” > ¡ẹ (GA +GB+GC+GD} ` (2) 


Mặt khác, ta lại có (theo bất đẳng thức 
Cauchy-Bunyakovskl) : 
l 1 l 


điệu 
GA TGB "GC TGp 
(3) 


(GA+GB+ŒC +GP| + 


Từ (I), (2) và (3) ta được BĐT cần chứng 

minh 
GA, +GB, +GC, + GD, >GA+GB+GC +GD 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi GA = GB = 
ŒGC = ŒD = Ẩ, nghĩa là G trùng với Ó và lúc đó 
tứ diện ABCD là gần đều (Có thể chứng minh 
điều này bằng phương pháp vect). 

* Ghỉ chú : Ta có bài toán tổng quát sau : 
Nếu Ở là trọng tâm của hệ ø điểm {A, ( = 1, 
2,..., n)} nằm trên mặt cầu (Ø) và các đường 
thẳng A,G cắt lại (Ø) ởA, (¡ = 1, 2,..., n), thì ta 
có BDĐT 


Ÿ"GA > Š "6A, 
¡=]l ¿=l 


Dấu đẳng thức đạt được khi và chỉ khi G = Ó. 
Bài 92 (T10/230) 





a) Giả sử M, N và P cùng nằm trên đường 


thẳng A. Đặt AD =ä, AB=b và AA'=c. 
Theo giả thiết, ta có 


MÃ = kMB',NB = xNC' vàPC =yPD'. 
lừ đó suy ra 





¬Œ+3) Œ) 





Lại vì ÉM, N và P thuộc A nên tồn tại duy 
nhất À sao cho : NM = ANP, hay là. 


AM ~AN = A(AP - AN) (2) 


Thay AM,AN và AP bởi các biểu thức (1) 
và (2) rồi rút gọn, ta được : 

















Vì đ,b và c không đồng phẳng nên 














Ta đi đến kết luận : Qua điểm M (trên đường 


MA 


thẳng AP' xác định bởi k =—— ; (0 #k< œ, 
MB' 


k # 1) có duy nhất một đường thẳng A cắt cả ba 
đường thẳng AP, BC' và CD' lần lượt ở các 
điểm M, N và P sao cho 


v..ẤB _1+k le TC lu Ta 
NG 1E ŸPp K 
+k NM_ Il+k 
=———- là “—-=--=- 
đồng thời : NM TP, tứ Ti PS? 
NB 
= ——_=ởY* 
C- 


Dễ thấy rằng đường thẳng A là giao tuyến 
của hai mặt phẳng (BC'M) và (CD'M). 
b) Chứng minh tương tự, qua điểm ? trên 


đường thẳng CÐ' (xác định bởi y = = = ~Ð) 
có duy nhất một đường thẳng A' cắt cả ba 


đường thẳng CD', DA' và AB' lần lượt ở các 
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y 


1 M'A 
y=-—_ tađược 
k M 








= ˆ do đó M' = M, tức là A' trùng với A. Ta đi 
x 


đến kết luận : Nếu một đường thẳng A nào đã 
cắt ba trong bốn đường thẳng AP', BC, CD' và 
DA' thì cũng cắt đường thẳng còn lại, đồng thời 
qua mỗi điểm M trên đường thẳng AB' (M z A, 
M zB) có duy nhất một đường thẳng cắt cả bốn 
đường thẳng nói trên. 

Cho M thay đổi trên đường thẳng AB, tức là 
cho & thay đổi ( # 0, kz I ) ta được vô số 
đường thẳng cắt cả bốn đường thẳng AB, BC, 


CD và DA'. Lại vì D6 cu nên 
0A" - + 

= sỹ do đó (MPNO) = Bk DU. chon -], 

QP NP QD 


tức là bốn giao điểm M, N, P, Q của một đường 
thẳng cắt cả bốn đường thẳng AE, CÐ', BC' và 
DA' lập thành một hàng điểm điều hoà. 

Bài 93 (T10/231). Gọi M,M',N,N'vàP,P 
theo thứ tự là giao điểm của các mặt phẳng 
(DA), (BC), (DB)), (CA2) và (DC), (AB) với 
các cạnh đối diện 
tương ứng (hình 
vẽ). Do jJ nằm 
trong tứ diện nên 
các điểm này cũng 
nằm trên các cạnh 
của tứ diện. Vì 
(DAM là mặt 
phân giác của nhị 
diện cạnh ĐA, nên 
khoảng cách d(M, DCA) = d(M, DAB), do đó ta 
được : 





MB _ ŠSAwp _ YDAMD _ ŠDAB tức là 
MC SAwc ŸDAwC SDCA 
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MB _S 

MC_ $% 

lút: Í tHi\ll cạnh BE hạn 1E 0n 
MC 


hay là 
% MB + S.MC =0 


Từ đó bằng cách thay MB=JB—/M, 
MC =JC -JM Suy ra 


S%JB + S.JC = (S, + S,)JM (2) 
Chứng minh tương tự, ta được 
S,JD + S,JÄ = (S„ + S,)JMÌ (3) 


Để ý rằng các vectơ ƯM, JM ', MM` cùng phương 
nên khi đặt = S,JÁ + S,JB + S,JC + S„JD, 
thì từ (1) và (2) ta được #M' cùng phương với 

ø =(% +§,)JM + (S„ + S„)JM' 

Chứng minh tương tự vectơ U cùng phương 
với )N' và PP' nhưng MN',NN' và PP' 
không đồng phẳng, lại càng không thể cùng 
phương và như vậy chỉ xảy ra U = 0 hay 


S,JA + §,JB + S,J€ + S„JD =0 (4) 


* Ghi chú : 1) Có nhiều cách chứng minh hệ 
thức vectơ (4) ; tuy nhiên, cách giải nào cũng 
đều phải chứng minh hệ thức (1), tức là chứng 
minh tính chất hình học sau đây : Mặt phẳng 
phân giác của một nhị diện nào đó của một tứ 
diện thì chia cạnh đối diện thành hai đoạn tỉ lệ 
với diện tích các mặt kề với hai đoạn đó (tương 
tự như tính chất đường phân giác của một tam 
giác trong hình học phẳng). 











2) Chú ý rằng 
3 HN. "¬.—.- `. 
r— Vjgcp — ŸjcpA VjpAg — ŸjAgc 


nên ta cũng có đẳng thức vectơ 


V;gcpJÄ + ŸjcpA JB+ WjaxpJC + jAgc JD =0. 


Bài 94 (T10/232) 

1) Trước hết, nhắc lại rằng : Nếu X và Y là 
hai điểm phân biệt thì điều kiện cần và đủ để 
đường thẳng XY đi qua điểm S là với mỗi điểm Ó 
có hai số thực x và y thoả mãn các điều kiện sau : 


Hàng +yOY đổ 


x+y=l 


Theo giá thiết, ta có a„¡ =a,„+dj hay 


4„„¡ —d„ = d cũng tức là TH: = 1. Bởi vậy 


H+Ì — 


nếu / là điểm được xác định bởi hệ thức vectơ : 
ty] đu ì điả 
é 


đường thẳng A,„B„. (2) 
Nhưng theo giả thiết lại có 
ÓA = a„OA„,OB = đ 1: OB, nên 
2i „ 08-—0Ä _ AB 


Ol = 1 1 @) 


Vậy với mọi ø nguyên dương, đường thẳng 
AøạB„ luôn đi qua một điểm 7 cố định, được xác 
định bởi hệ thức (3). 

Chứng minh tương tự, ta thấy rằng : với mọi 
nñ nguyên dương các đường thẳng B„C„ và C„A„ 
cũng lần lượt đi qua các điểm cố định J và K 
được xác định bởi các hệ thức sau đây : 

Ø7 =2 BC và OK =>” AC. 

2) Từ kết quả trên ta có 


@K = (4B + BC) = >(O1 + Ø7) 


hay : 20K =OI +O7. 

Đẳng thức này chứng tỏ không những ba 
điểm 1, J, K thẳng hàng mà K còn là trung điểm 
của đoạn jJ. 

Cũng từ chứng minh trên, ta có nhận xét 
thêm rằng nếu ba tia Óx, Óy và Óz không đồng 


phẳng (cũng tức là ba cạnh của một góc tam 
diện) thì mặt phẳng (A„B„C„ạ) luôn đi qua một 
đường thẳng cố định A (chứa ba điểm thẳng 
hàng 7, 7 và K). 

* Ghi chú : Bài toán này còn có nhiều 
cách giải khác. Chẳng hạn, sử dụng định 
Xét trường hợp A„B„ cắt A¡\ tại 
TÔ li ng 


lí Menelaus : 
điểm I, chứng minh được rằng TP, 7 
nên ï cố định. Cũng có thể sử dụng định lí 
Thales, chứng minh rằng đường thẳng A„B„ cắt 
đường thẳng đi qua Ó và song song với AB ở 
điểm ¡ cố định hoặc sử dụng phương pháp toạ 
độ nhưng lời giải thường không gọn. 

Bài 95 (T10/235) 

Để giải bài toán này, trước hết ta giải bài 
toán tương tự trong hình học phẳng. 

a) Giả sử M là một điển thuộc cạnh BC của 
một tam giác ABC. Một đường thẳng bất kì cắt 
các cạnh AB, AC và đoạn AM theo thứ tự ở B, 
C' và M'. Thế thì ta có : 

AM+AM <max{AB+APE,AC+AC'}— (1) 

b) Đặc biệt, nếu đường thẳng đi qua A, tức 
là B, C' và M' trùng nhau ở A ; khi đó 

AM < max {AB, AC} @2) 

Thật vậy, nếu AM L BC tại M thì AM < AB 
và AM < ÁC và ta được (2). Nếu AM không 
vuông góc với ÖC thì trong hai góc AMB và 
AMC ắt phải có một góc tù, đó AM nhỏ hơn 
một trong hai cạnh 4B hoặc AC tuỳ theo góc tù 
đó đối diện với AB hay AC và ta thu được (2). 

Bây giờ ta chứng minh mệnh đề a). Xét hai 
trường hợp sau. 

1) Nếu #C' // BC, không mất tổng quát, giả 
sử AB = max {AP, AC'}]. 

Suy ra AB = max {AB, AC} mà AM' < AB, 
AM < AB. Do đó 
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AM +AM'<AB+ AB =max{AB+ ABR,AC+AC'] 
và ta thu được (l). 

2) #C' không song song với 8C, không mất 
tổng quát giả sử giao điểm của các đường thắng 
BC và BC" nằm trên tia CB và tia C'Ø' (hình l). 
Qua M' dựng đường thẳng PQ // BC, cắt AB và 
AC theo thứ tự ở P và Ó, ta được 


MB Khuê = AM, „ CAMCE" - 


MB 
MCŒC 





Hình ï 


Trên tia AB và tia AC theo thứ tự lần lượt lấy 
hai điểm 8" và C" sao cho #ÿB" = AB, CC” = 
AC và do đó BB" = AE, CC” = AC. Sau đó 
dựng hai hình bình hành MBB”D và MCC"E, 
giả sử đoạn ĐE cắt các đường thẳng AM và 
B"C" lân lượt tại N và K. 

Dễ thấy rằng AMDE = AABC' và MN = AM, 
do đó AN = AM + AM. Ta có : 

KD _ DB` MB .„M B`_- ND 
KE ` EC"~ MC “ M'C' — NE` 

Vì K và N đều thuộc đoạn DÈ nên suy ra 
KE > NE và do đó N thuộc đoạn KÈ, tức là 
điểm N thuộc miền tam giác AB"C" (vì đoạn 
thẳng KE nằm trong tam giác AB"C"). Từ đó 

AN < max{AB",AC"”}, hay 

AM + AM' < max{AB + AB',AC + AC'}. 

Trở lại bài toán (h.2). 

Giả sử đường thẳng BM cắt cạnh CD tại N, 
đường thẳng #M' cắt cạnh C'D' tại M', thế thì M' 
thuộc giao tuyến AN của hai mặt phẳng ABM và 
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ACD. Áp dụng mệnh đẻ a) vào hai tam giác 
ABN và ACD, ta được 
AM +AM'<max{AB+ APE,AN +AN') 


AN +AN'<max{AC + AC',AD + AD'] 


@) 
(4) 





Từ (3) và (4) suy ra 
AM+AM '<max{AB+AE,AC+AC',AD+AD') 
(đpcm). 

* Ghi chú : Có thể giải bài toán trên 
bằng phương pháp vectơ. Vì điểm Ä⁄ thuộc đoạn 
BC thì tôn tạ œ c lR (0< z< l) sao cho 
AM = øAB + -ø)AC và do đó tồn tại ø, 
8< R(0<z, 8vàO0< ø+ 8< ]) sao cho 

AM'=(1- 8)AB'+ 8AC'. 

Từ đó suy ra 


AM + AM'< = là 


=> ơ 


—————(AB+AB) + 


(AC+AC')<max{AB+ APB',,AC+ AC']. 





Sau cùng, sử dụng kết quả này vào việc giải bài 
toán trong không gian. 

Bài 96 (T10/236) 

Trên các tia ÓA, ÓOB, ÓC và ÓD theo thứ tự 
lấy các vectơ đơn vị : OÄ',OB',OC' vàOD". 
Khi đó với giả thiết đã cho ta được 
B'C'=D'A',C'A=DPB,AB.=DC'` do 
đó A'B'C'D' là một tứ diện gần đều nhận Ø 
làm tâm mặt cầu ngoại tiếp, đồng thời Ó cũng là 
trọng tâm của tứ diện gần đều A'ÿC'Ð' này. 


Từ OA'+ OB'+ OC'+OD' =0 
Suy ra 


3< ÓA „0B „ 0C „ OD mà 
P.5 0A” 08 ` 0C ” 0D 
Với mọi điểm M trong không gian, ta có 


MA.OA ` MA.OA _ 
ÓA = —OA — 


(MO + OA).OA wở| 33). 
C05000 001.5 Thất 2Ợ GỐợ Á + 
P =OA+ MO 


MA= 





Đẳng thức đạt được khi và chỉ khi MA và 
ÓA cùng phương,tức là 
—ol| 0A . 
MA =OA + MO ĐA <© M thuộc tia AO. 
Chứng minh tương tự, rồi lấy tổng được 
MA +MB + MC + MD 
> OA +OB + ÓC +OD + MƠ.B = 


=ÓA+OB+OC+(OD. 

Dấu đẳng thức đạt được khi và chỉ khi, đồng 
thời M thuộc cả bốn tia AO, BO, CÓ và DO, 
nghĩa là M trùng ÓỚ. 

* Gñh¡ chú. 1) Điểm OÓ thoả mãn điều kiện 
của bài toán (nhìn hai cạnh đối diện của tứ diện 
ABCD dưới cùng một góc) cũng là điểm nhìn 
các mặt của tứ diện ABCD dưới những góc tam 
điện bằng nhau và cùng hướng : 

(OB,OC,OĐ) = (OA,OD,OC) 

= (OD,OA,OB) = (OC,OB,OA). 


2) Bài toán trên đây chỉ ra điều kiện đủ để 
một điểm Ó nằm trong một tứ diện ABCD là 
"điểm cực tiểu" (điểm mà tổng khoảng cách từ 
đó đến các đỉnh của tứ điện ABCD là nhỏ nhất). 
Điểm này còn được gọi là "điểm Torricelli hay 
"điểm Fermat" (của hệ bốn điểm không đồng 
phẳng). 

3) Có thể chứng minh rằng : Điểm Fermat P 
của một hệ bốn điểm A, B, C, D không đồng 
phẳng là tồn tại và duy nhất. Điểm này không 


thuộc một cạnh nào, cũng như một mặt nào của 
tứ diện, nhưng có thể trùng với một trong các 
đỉnh của tứ diện ABCD. Nếu P#A,P+B,PzC, 
PzDthì P là một điểm nằm trong tứ diện 
ABCD và đặc trưng bởi : tổng các vectơ đơn vị 
hướng từ P đến các đỉnh của tứ diện bằng vectơ 
không, hay là P nhìn các mặt của tứ diện ABSCD 
dưới những góc tam diện bằng nhau và cùng 
hướng, hay là P nhìn các cặp cạnh dối diện của 
tứ diện ABŒCD dưới những cặp góc (tương ứng) 
bằng nhau. 

Đó cũng chính là những tính chất đặc trưng 
(có ý nghĩa định tính) (điều kiện cần và đủ) của 
"điểm Fermat" P của một hệ bốn điểm không 
đồng phẳng. 

Bài 97 (T3/239) 





Xúc xắc I Xúc xắc li 


Ta có thể tô như ở hình trên, trong đó các số 
1, 2, 3,..., 8 là các tên đặt cho 8 mầu đôi một 
khác nhau. Trước hết, dễ đàng thấy điều kiện I) 
đã được thoả mãn. Ta sẽ kiểm tra xem điều 
kiện 2) có được thoả mãn hay không bằng cách 
xét mỗi mặt của xúc xắc I với từng mặt của xúc 
xắc II. Do ở xúc xắc I mặt bên trái gồm toàn số 
lẻ, mặt bên phải gồm toàn số chắn trong khi ở 
xúc xắc II mỗi mặt đều gồm hai số chẩn, hai số 
lẻ nên dễ dàng thấy hai mặt đó của I đã được 
kiểm tra xong. Đối với mặt trên và mặt đáy của 
xúc xắc I, ta sẽ tìm cách đưa vẻ trường hợp 
tương tự như trên bằng cách đánh số lại một số 
đỉnh của hai con xúc xắc như sau : l -> l0 ; 


3 —> 30 ; 8 — 81 ; 6 —> 61. Dễ dàng thấy sau 
khi đánh số lại thì mặt trên của xúc xắc I sẽ 
gồm toàn số chắn, đồng thời mặt đáy gồm toàn 
số lẻ, trong khi đó ở xúc xắc II mỗi mặt vẫn 
gồm hai số chắn và hai số lẻ, và hai mặt đó của 
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xúc xắc I đã được kiểm tra xong. Còn mặt trước 
và mặt sau của xúc xắc I thì sẽ được kiểm tra 
bằng cách đánh số lại (xuất phát từ cách đánh 
số lúc đầu) như sau : l —> 10; 7 —> 70; 4> 41; 
6 -> 6l. Dễ dàng kiểm tra tương tự như trên. 
Vậy cách tô màu nêu trên là một giải đáp cần 
tìm. 

Bài 98 (T10/239) 

Gọi Ó là tâm hình hộp (giao điểm của bốn 
đường chéo AC', BD', CA' và DB', đông thời 
cũng là trung điểm 
chung của chúng) A D 
(hình vẽ) , Thế thì 
phép đối xứng tâm 
@O biến hình hộp 
ABCDABCP' 
thành chính nó, D 
trong đó các đỉnh A, 
B,C, D theo thứ tự 
biến thành các đỉnh 
C,D,A,B; do đó 
biến tứ điện AWC' thành tứ diện CDA'B. Và 
như vậy, phép đối xứng tâm Ó cũng biến tâm 7 
hình cầu nội tiếp AB'CD' thành tâm 7; hình cầu 
nội tiếp tứ diện A'8C'D. Từ đó suy ra 

l =lạ©l,=l,=O q) 

Mặt khác, lại biết rằng các trọng tâm Ớ; và 
Ớ của hai tứ diện này trùng nhau và trùng với 
tâm Ó của hình hộp : G¡ = Ớ; = Ó (một kết quả 
quen thuộc, hãy chứng minh !). (2) 
Từ (1) và (2) suy ra 
l=l¿ © lị=ƠG, =O và lạ =Ơ› = Ô. 


Ngoài ra, có thể chứng minh rằng một tứ 
điện có trọng tâm trùng với tâm hình cầu nội 
tiếp là một tứ diện gần đều (và ngược lại). 
Có thể chứng minh A#CD' là tứ diện gần đều 
như sau : Gọi sị, sa, s4 và s4 lần lượt là diện tích 
các mặt đối diện với các đỉnh A, B,, C và D' của 
tứ diện ; thế thì ta có hệ thức vectơ 


s,OA + sạOB'+ sạÓC + s„OD' =0 @®) 


244 


(vì Ó là tam hình cầu nội tiếp các tứ diện 
ABCD' và A'BC'D). 

Mặt khác, lại vì Ó là tâm hình hộp nên dễ 
dàng chứng minh được : 

OA +OC = OB +OD = -OD'~ OB', hay 

OÄ+OB'+ ÓC +0D' =0 (4) 

Vì ba vectơ ÓB',ÓOC và OD' không đồng 
phẳng, nên từ @) và (4) ta được 
#ị =5; =s; =s„ và do đó, ABRŒP' là một tứ 
diện gần đều (Một kết quả quen thuộc nữa, hãy 
chứng minh !). Và như vậy, các cạnh đối diện 
bằng nhau : AC = ÿD', AB = CD', AD' = CB'. 

Từ đó suy ra các mặt ABCD, ABBA' và 
ADDA^A' là những hình chữ nhật và do đó, hình 
hộp ABCD.A'BC'D' là một hình hộp chữ nhật. 

Đảo lại (điều kiện đủ) cũng đúng. Thật vậy, 
nếu ABCD.A'BC'D' là một hình hộp chữ nhật 
thì các tứ diện ACD' và A'BC'D là gần đều, 
và do đó ï¡ = Ớ¡ = Ó và l¿ = Ớ¿ = Ó; suy ra 

*% Gh¡i chú. Cũng có thể giải bài toán trên 
theo hướng : Vì @ là trọng tâm của tứ diện 
ABCD' nên ta có 

Voag'c = Yog'cp' = Vocp'A = YOp'AB": 

Lại vì Ó = ï¡, mà 7¡ cách đều các mặt của 
tứ diện AECD' nên SAB'C = Spg'cp' = SCP'A 
=Šp-ag- và do đó, tứ diện ARCĐ' có các mặt 
tương đương, là một tứ diện gần đều. 

Bài 99 (T10/241) 

Cách Ï. 

Gọi D, E, 
F theo thứ tự 
là giao điểm 
của các cặp 
đường thẳng 
BP và CN, 
CM vàAP,AN B 





và BM. Dễ thấy các giao tuyến AD, BE, CF của 
các cặp mặt phẳng (CAN) và (ABP) ; (ABP) và 
(BCM) ; (BCM) và (CAN) đồng quy tại giao 
điểm ï của ba mặt phẳng (BCM), (CAN), (ABP). 
Cũng vậy, các giao tuyến MD, NE và PF của 
các cặp mặt phẳng (BPM) và (CMN) ; (CMN) 
và (ANP), (ANP) và (BPM) đông quy tại J. 

Gọi U, V và W theo thứ tự là giao điểm của 
các cặp đường thẳng $D và BC ; SE và CA, $F 
và AB (hình vẽ). Suy ra AU, BV và CW đồng 
quy tại một điểm K trên giao tuyến $ của ba 
mặt phẳng (S4Đ), (SBE) và (SCF), đồng thời K 
cũng nằm trên giao tuyến S/ của ba mặt phẳng 
(SMD), (SNE) và (SPF). Vậy bốn điểm $, 7, J và 
K thẳng hàng (trên giao tuyến chung của hai bộ 
ba mặt phẳng nói trên). 

Để ý rằng ba điểm N, ¡, V thẳng hàng, áp 
dụng định lý Van — Oben vào hai tam giác SCA 
(với ba đường thẳng SV, CM, ÁP đồng quy ở E) 
và SBV (với ba đường thẳng SK, BE, VN đồng 
quy ở ?) ta có các hệ thức 

PS MS _ Es v Z3, A5 _ đồ: 
PC. MA EV EV NB IK 
Từ đó suy ra 

MS NS PS _ IS 


MA `NB PC IK ) 


Mặt khác, lại có (S/JK) = —1 (tính chất điều 
hoà của tứ giác toàn phần có ba đường chéo là 
Sỉ, NE và BV); suy ra : 


KS JS JS TA 
KT T7 PAY 1rZl1+Tc (2) 


Từ (1) và (2) ta thu được hệ thức cần tìm 
J =ÌÍ+ MS + Ms + Ps 
Jl MA NB PC 

Cách 2. 

Giả sử BP cắt CN tại X,. CM cắt AP tại Y 
và AN cắt BM tại Z. thế thì trong mp (BCM) có 
BY cắt CZ tại ï và trong mp(ANP) có NY và PZ 
cắt nhau tại J. 





Đặt SA =2,SB =b,S$C =£# và SM = xMA, 








$N = yNB, SP =zPC : thế thì 

SM =— —ä,SN =~*-b,SP =—”—# (øx>0, 
l+x l+ l+z 

y>0,z>0). 


Trong mp(S4B), AN cát BM ở Z nên 
SZ = aSM + (1— ø)SB = ØSN + (I- Ø)SÄ 
hay 


-#)b =IT— Đ Tay t0~)8. 


tt 
* 





l+x l+ 
Từ đó 
$Z=————đ+——7. 
x+y+l x+y+l 
Tương tự 
Xà =".... 
y+z+] y+z+Ì] 
ý đe ~ứ+c- 
z+x+Ï z+x+I 


Lầm tương tự như trên với giao điểm ï của 
BY và CZ, giao điểm J của NY và PZ và để ý 
rằng ba vectơ đ,b,€ không đồng phẳng, ta thu 
được : 


ƒ=—————(x#ä + yb + TÊN 

b 1. sói 

—= ä b €}. 

SỬ ma. +zZC) 
Suy ra 


#ỹj- xiy+tztle 
x+y+z+2 


hay SỬ =(Œx+y+z+DJI. 
Từ đó ta đi đến kết luận 
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Ba điểm S, /, J thẳng hàng và 


MJ_lS_¡. MS NS P§ 
Jl J1 7Š MA NB PC` 
Bài 100 (T10/242) 
Cách 1. 


Gọi x, y và z lần lượt là khoảng cách từ M 
đến các cạnh BC, CA, AB và h là chiều cao của 
tam giác đều ABC (h.I). Thế thì với điểm Ó bất 
kì ta có 


OM =È*OA+>”OB+^OC 
OM =7OA+?0B++0C () 





Hình 2 


Hình ï 


Lại gọi Áo, Bọ và Cẹ lần lượt là trọng tâm 
các tam giác đều BCD, CDA và DAB, gọi O là 
trọng tâm tứ diện đều ABCD ; thế thì (h.2) có : 


MA` _ Vụpgcp _ Swạc _ X 


AA Vagcp SAgc Ùh 
Vì MA' và AÁo cùng phương nên 
TP TY N s. 
MA"= + AÁo = 3n 04- 
Tương tự 
mm"... ... 
MB'= 3? 0B, MC = 3hÚC (2) 
Từ (1) và (2) ta được 
MÃ*+ MB*+ MC' = ~ 3 OM @) 
Vì G là trọng tâm tam giác A'8C' nên 
MA'+ MB'+ MC' = 3MG (4) 
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Từ (3) và (4) suy ra 
Để M là trọng tâm tam giác A'#C' điều kiện 
cần và đủ là 
ca Ha v_ S—— 
3MG =-+>OM, hay 0G =OM (5) 
Vậy Œ = VD (M) là ảnh của M trong phép 
vị tự tâm Ó, tỉ số š: Ta đi đến kết luận : 


Khi M chuyển động trong miền tam giác 
ABC thì G chuyển động trong miền tam giác 
ABC, nằm trong tứ diện và song song với đáy 


ABC, trong đó 4¡,B, và C¡ được xác định bởi 


Ai _ OBi _ ÓC: _ 5 

ÓA_ 0B 0OC 9 
Cách 2. Giả sử M là một điểm tuỳ ý nằm 
trong tứ diện đều ABCD ; A', 8, C' và D' lần 
lượt là hình chiếu của Ä⁄ trên các mặt (BCD), 
(CDA), (DAB) và (ABC). Gọi ÓØ là trọng tâm 
của tứ diện đều ABCD và DO cắt mp(A8C) tại 
Dẹ (D, cũng là trọng tâm của mặt (ABC). Thế 





thì ta có 
ĐẠT — M4BC hạy là 
OD, L) VoAgc 


-. 


Vì MD' // DO, nên 
—, 4 — ——+ 
Chứng minh tương tự ta có các hệ thức sau : 


“3, 4 — =—— 


—., 4 ——. ` 9v 


hi 


VApgcp.MC ` = 


Đặt biệt, M4 thuộc miền tam giác ABC thì M 


Mặt khác, lại có (vì Ä⁄ thuộc miền tứ diện 
trùng với ' và ta được 


ABCD): 
s Vuaạc MD =0 Do đó 
và Vupcp + VựcpA + VupAg + SIỀ bô ba suếs : mö © 


+ VuApc = Vapcp- —.— 
Từ các hệ thức trên ta được nm 9 OM. 
Từ đó suy ra kết luận như ở cách I1. 





MẢ'+ MB'+ MC'+ MD' =2 MÔ. 
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